




















X 


ÍNDICE 

UNIDAD 1 LA INTEGRAL 

L 1 La diferencial .................... it . _____ . yj 

Interpretación geométrica de la diferencia] ..... ¡g 

La diferencial como aproximación del incremento...„. 1+Jh „. ]p 

Formulas fundamentales para determinar 
las diferenciales de funciones.......... . . 22 

1.2 La integra] definida............... 27 

La notación sigma...........__ 27 

Propiedades de la notación sigma............ 28 

Fórmulas de la notación sigma ....................„_ __ 28 

Área bajo una curva.............. 29 

Su m a de Riemann ......... « 

I ntroduceión a la definición de la integral de u na funci ón..... 39 

Integral definida ............ gg 

Notación de Leibniz para la integral ................ 39 

La integral definida propia e impropia..... . . 39 

L 3 . Propiedades de la integral definida ... 45 

Teoremas sobre las sumas de Riemann.......„ 4im ...... 45 

Teoremas que dan lugar a las propiedades de 

la integral definida ........ 45 

Teorema del valor medie para integrales..... . 59 

Demostración del teorema del valor medio 

para integrales.............. 54 

Valor promedio....... tlt .,„.,.... i gg 

1 . 4 . La integral indefinida............ 4 .. 02 

Toorema fundamental del cálculo... ..... .. 93 

La integral indefinida...... _____. g-y 


9 


































L5 Aplicación de las cinco primeras fórmulas del formulario 
general de integrales inmediatas elementales,.. 

Integración..........-.... 

Comprobación de la integración indefinida,....... 

Fórmulas para integrales inmediatas elementales 

L 6 Aplicación de las fórmulas 6 y 7 del formulario general 
de integrales inmediatas elementales... .. 

1,7 Aplicación de las fórmulas 8 y 17 del formulario general 
de integrales inmediatas elementales... 

L9 Aplicación de las fórmulas 18 a la 21 del formulario 

general de integrales inmediatas elementales..- 

UNIDAD 2 MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 

2.1 Solución de integrales indefinidas, reducíbles a inmedia:¿- 

por sustitución algebraica....... . 

Primer método ............-. 

Segundo método,.,......... 

2.2 Solución de integrales indefinidas, reducidles a 

inmediatas por sustitución trigonométrica. 

2.3 Solución de integrales indefinidas por el método 

de integración por partes en sus diferentes casos .. 

integración por partes........—...— 

Aplicaciones del método de integración por partos.... 

2.4 Solución de integrales indefinidas por el método 

de integración de funciones racionales por fracciones 

parciales........... 

Integración de fracciones racionales.— ■. 


10 





















2.5 Solución de integrales indefinidas por el método 

de integración por sustitución de una nueva variable 


(método de integración por racionalización)...... 183 

Introduce) ón .. .♦.<» „ ...♦............... 183 


UNIDAD 3. INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


3.1 Integración de productos de potencias impares 

de senos y cosenos........... 193 

3.2 Integración de productos de potencias pares de senos 

y cosenos (por medio de ángulos múltiplos).... 201 

F órmu las trigonométricas per aplicar ,........— .. 201 


3.3 


3.4. 


3.5. 


3.6. 


Integración de productos de funciones seno y coseno 
con diferentes argumentos en la misma variable_ 

Formulas trigonométricas por aplicar...... 

Fórmulas de integración directa...... 

a 1 ! Solución por sustitución trigonométrica ....... 

b) Solución por fórmula de integración directa.... 

a) Solución por sustitución trigonométrica ..... 

b) Solución por fórmula de integración directa .... 

a) Solución por sustitución, trigonométrica.... 

b) Solución por fórmula de integración directa___ 

a) Solución por sustitución trigonométrica ..... 

b) Solución por fórmula de integración directa ... 

Solución de integrales combinando los casos 

II y 111 (ejemplo)...... 

Integración de potencias de la función tangente 

o cotangente.......... 

Integración de potencias de la función secante 

o cosecante.......... 

Integración de productos de potencias de tangentes 
y secantes o cotangentes y cosecantes...,..... 


... 213 
... 213 
213 
... 214 
... 214 
... 215 
... 215 
... 216 
... 216 
... 217 
... 217 

... 217 


221 


228 

... 232 


ll 





















UNIDAD 4. APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


4.1 Cálculo de la constante de integración . 

Determinación de la constante de integración por medio 

de condiciones iniciales.,..-.... 

Dete rmin ación de la constante de integración por medio 

de su significado geométrico.,,,,.,..... 

Determinación de la constante de integración por medio 
de su significado físico------ 

4.2 Cálculo de la integral definida ..,...,......... 

Diferencial del área bajo una curva.....,..— 

Teorema sobre la diferencial del área bajo una curva. 

La integral definida.......—. 

Teorema sobre la integral definida......■ 

Cálculo de una integral definida....,..,,......,.,,,.,.,...— 

Cambio de límites correspondiente a un cambio 
de la variable......... 

4.3 Cálculo del área bajo una curva dada......... 

Cálculo del área cuando las ecuaciones de la curva 

se dan en forma paramétrica ...— 

4.4 Integración aproximada (fórmula de los trapecios 

y fórmula de Simpson).... 

Representación geométrica de una integral.. 

Fórmula de los trapecios..... 

Fórmula de Simpson o parabólica,,,.......,..... 

4.5 Obtención de arcas planas por integración cuando 

la diferencial de área es una función cartesiana 

Introduceión .........—.. 

Significado del signo negativo delante de un área... 

Área limitada por dos curvas ..... 


12 



























Área i imitada por dos curvas al intersecarse en más 
dedos puntos......... 


29d 


4.6 


Obtención de áreas planas por integración cuando 
la diferencial de área es una función polar... 

Introducción............. *„ .. ».+,< 


304 

304 


4.7 Obtención de volúmenes de sólidos de revolución 


por integración ........ 

Introducción______________—.. 

Volumen de un sólido de revolución hueco ... 


311 

311 

315 


4*8 


4 + 9 


Obtención de volúmenes de sección transversal 


Áreas de superficies de revolución .. 

Volúmenes de sección transversal... 


Obtención de centros de gravedad de superficies planas 

Momento para un sistema linea] -------- 

Momento para un sistema bidimcnsional....... 

Momentos de una superficie ..... 

Centro de gravedad de un sólido de revolución........ 


320 

320 

325 

332 

332 

334 

335 
343 


4*1 Ü Cálculo de la presión ejercida por un fluido sobre 

superficies verticales ........ 

Introducción ... . ......... 

4.11 Cálculo del trabajo realizado por uña fuerza variable 

Trabajo realizado por una fuerza constante...-... 

frabajo realizado por una fuerza variable ....... 

Trabajo de un gas al dilatarse.... 

Di lalación isoterm a ............ 


349 

349 

357 

357 


358 

362 

363 


13 



RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS.... 


369 






















LA INTEGRAL 


UNIDAD I 






1.1 LA DIFERENCIAL 


La notación para la derivada de la función y - í (jc) es; 

y-^=/' w 

d ^ ¿ 

donde el símbolo ~ representa el límite del cociente ~ cuando Ar -* 0. 

Si la derivada de /(x) es /'(*) para un valor específico de variable indepen¬ 
diente x y su incremento - Vr. ]a diferencial de la función duda se denota con el 
símbolo df{x), y se define por la expresión: 

*/(*)=/'<*)**=2 a * 

Cuando f{x) = x,su derivada es f'(x) = 1. Sustituyendo en la expresión ©, 
resulta: 

d(r) = (l)Ax 

dy = ¿jr 1 Diferencial de la variable independiente 

Si y = f{x) t al sustituirlo en la expresión (JX resulta: 


La diferencial de una función es igual al producto de su 
derivada por el incremento o diferencial de la variable 
independiente C una derivada de una función en una varia¬ 
ble es el límite del cociente del incremento de la función al 
incremento de la variable independiente cuando éste tien¬ 
de a cero)* 
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EJEMPLOS 

1- Hallar la diferencial para la función y = ax*. 
Solución 


Si y = ax s 
/, dy = 3 ax*dx 


2. Calcular la diferencial de la función y = y3x* -II 
Ax = dx = 0.05, 


Sol 


uciort 


Si j' = V3* a - II 


dy -- dx 

2y3jc 3 - U 


= —dx 

v3i a ~ 11 


dy- ■ - (CM)5) 

V3(5) 2 - 11 

¡jfe< 0 05 > 


dy = 


= - g" (0.05) 


/- dy zr 0.09375 


Interpretación geométrica de la diferencial 

Analizando el significado de diferencial, gráficamente tenemos: 


Y 



para x = 5 y 



is 
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Sea y = f(x) la fundón dada y su diferencial {derivada} /' (x) t que se iden¬ 
tifica como el valor de la derivada en P, si el incremento de la variable 
independiente áx = dx = PB , con base en la definición de diferencial resulta: 

y = /(*) 

dy- f'(x) dx 

Recordando que el valor de la derivada en cualquier punto de una curva es 
igual a la pendiente de la tangente a la curva en dicho punto, tenemos: 

dy~f*[x)dx 
dy = tgO = (PB) 

BC t—Cateto apuesto 

Con base en la gráfica, tenemos que: tg0 = ^ CaUto adyo „nu 

BC 

Sustituyendo, se obtiene: dy = — (PB) 

f Representa el incremento de la ordenada 
dy “ BC [ de la tg correspondiente a dx 

Si dx representa un incremento cualquiera de la variable 

independiente x para un punto P (x,y) de la curva ?-/(*)» 

tiene pur derivada - f * (x) = tg 1 .L 

dx 

Generalmente la diferencial de la fondón idy) y el incremento (Ay) no son 

iguales; por ejemplo: 

De la gráfica tenemos que: 

(dy) = BC [ Incremento de la ordenada de la tg en P 

(dy) = BC I Incremento de la ordenada de la función de P a P 1 

La diferencial como aproximación del incremento 

Si el incremento de la variable independiente dx es muy pequeño, entonces 
dy y Ay son aproximadamente iguales, es decir, según la gráfica anterior: 

Si dx - PB es muy pequeño, d>' = BC *> Ay - BP 1 

Cuando sólo es necesario obtener un valor aproximado del incremento de la 
fundón, calcular el valor de la diferencial será suficiente para resolver el 

problema. 
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UNIDAD 1 


EJEMPLOS 


1 + Calcular un valor aproximado para V27\ 
Solución 


Sean y = vr 
* = 25 


di = Ar - 2 


y 


= Vx 


= 


áx 

2Vx 


i La /ü/icMn rfrjDíTeseniíü¿/uá de y'27 
I ftw ser un waíor pnoiimo al dado 
[ y < 7 uc tiene miz cuadrada exacta. 

[ incrementa de x paro tener y'2 7 
Si y - y/* = V25 = 5 
V 27 = y * dy 


, 2 2 
dy - -- - —- = 0.2 

2V25 10 


V27 -5 + 0,2 
«\ V27 = 5.2 


Si realmente la y 2 7 = 5.196152, el valor determinado es mayor qo- 
sólo 0.003848 unidades.. 


2 . Calcular un valor aproximado de tg 47 a , empleando diferencia 
Solución 


Sean y = tg x {La función representativa de tg 47 

x = 45" , fer ser un valor próxima al dado 

. ya que tg 45° - ! 

dx - 2 o j Incremento de x paro tener 47" 

2" - 0,034906 radianes 


y -tgx 

Si y = tg 45" =i 1, tí: - 

dy - sec'x dx 

tg 47* - y + dy 

dy = (sec 45 ü ) 2 ÍÜ.034906) 

tg 47* = i + 0.069812 

dy = (y2) a (0.0349ÜG) 

■ tg 47° * 1.069812 rae 

dy -2(0.034906) 


dy - 0.069812 



Si realmente tg 47" - 1.0722368 radianes, el valor determinado es ir. 
el real en 0.002556 radianes. 
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3 r Determinar el volumen aproximado de una concha esférica cuyo radio 
interior es de 10 cm y cuyo prosor es de 0,15625 cm. 

Solución 


4 a 

Sean V = — Xr 
r = 10 cm 

dr =■ ir - O. 15625 cm 

dv = Ai.' 


f La función que representa 
1 el volumen de una esfera 

( Radio interior de la 
concha esférica 
{Grosor de la concha esférica 

1 Volumen aproximado 
de la concha esférica 


y — — j l r 

3 

de = 4nr 2 dr 

dv = 4n(10) 2 (0.15625) 

dv ~ 62,5* El volumen aproximado de la 

concha esférica es de 62,5* cm 3 . 


4. Determinar el incremento del área de un cuadrado de 6 pulgadas por laclo* 
al aumentar el lado 1/32 de pulgada 

Solución ¡ 

I La función que representa 


Sean A = x" 

1 el área de un cuadrado 

x - 6 pulgadas 

\ Longitud del lado de un cuadrado 

1 

dx - ¿je = — pulgadas 

3-2 

[ Aumento del lado del cuadrado 

dA = AA 

(Incremento del área del cuadrado 

A = x 2 


dA = 2;v dx 




tfA ^--0,375 

Rt incremento de área del cuadrado 

8 

es de Q.375 pulgadas cuadradas , 






UN [DAD I 


Fórmulas fundamentales para determinar las diferenciales 
de funciones 


Las fórmulas fundamentales para hallar las diferenciales son las mismas fórmu¬ 
las que empleamos para determinar las derivadas; tan sólo será necesario 
multiplicar cada una por 


1 . íf(c) = 0 
2 d(x)-dx 

3. d(u + v - w) = du + dv - du¡ 

4. d(c i 1 ) - c d v 

5. úí(tty) - ti dv + vdu 

5a. d(u v u>)-uydw + u w dv + ü w du 
S. d (ir" J = m? 11 1 dv 
fía. d ( x* )= rt-x c¿jt 

7 d ~( — - í L ' ~ ** 

U J { v 2 j 

_ .íu ' du 

7a. d - U — 

K,cJ c 


a 


-~^du 

u ¿ 

dv 


itw 


7b. d 

& í¿|Vl : ) = 
9. * 

10 . * 


11. d(| v •) ■= dv 

M 

12. ¿f(ln u) - -— 

v 

12a. t¿(lnjc)— 

a: 


13 d(logv)= l -^dv 

V 

13a. d(log x) = !^-dx 

X 

14. dfa L, J = a' ln a dv 
14a, flffa 1 ] = a 1 ln a dx 

15. £f(^)=Vtfo 
15a, d[e*) = e*dx 

16. u' ]l - uüí’ ' du + u"' ln u dv 

17. d(scn u) = eos v d v 
lñ T J(c;os v) = -sen v du 

19, d(tg u) = secV v dv 

20 . c¿(ctg u) = -CSC" 1 dv 

21. d(scc o) = seo v igvdv 

22. d(csc v) — — esc v ctg tJ dv 

23, f/(vers y) = sen vdu 

24, cf(arc sen t 1 ) - ^ 


25. d(arc eos i.?) = —r 


V i - t |jl 

dv 


Vl-t? a 

26. ¿(ore tg o) = —r — - ■ 

Vi + v* 
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27. d(arc ctg u) = - 


dv 


28. í£(arcsecv) = 


V1 +1/ ! 

dv 


iW " 


29, d(arc esc y) - - 

30. d(arc vers y) - 



* Las fórmulas 9 y 10 no son difereneíables ya que son 
canas especiales de derivación. 

Para determinar la diferencial de una función, el proceso más sencillo es hallar 
la derivada y después multiplicar por dx t 

EJEMPLOS 

Hallar la diferencial de las siguientes fundones: 


1 . 

y = ax-bx* 

4, 

y “ se n 3 x 2 


^ = o - 3ti ! 


— = gjrcusS* 2 


dx 


dx 


dy - | a - 36a 11 


2 

*\ dy = 6¡r eos 3 jc dx 

2. 

II 

l 

H 

w 

5. 

y - axtgj' 


dy -2x 


—- =n ax sec v x J (2x) + tg x 2 (a) 


dx 2\^a 2 - x s 


dx 


xdx 


ífy - ^ajr 2 see 2 ;r 3 + a Ig v 2 ) dr 


d y - : r 2 




V fl — X * 



3. 

y - 

6 . 

y = are esc 


dy -2x 


dy 5 


dx f 1 - x 2 J 


dx Bxt¡25x 2 - 1 

fív 


2xdx 


dy - - 

















UNIDAD 1 


EJERCICIO I 

I. Calcular la diferencial de las siguientes funciones para el valor dado de 
la variable independiente y su incremento. 

1 - y - 3jc ü — & x + Sj cuando jc = 1 y dx - 0.1 

2. ya] r + — , cuando jc = 4 y íte=0.Ü2 

x 

3. y = x J , cuando * = -1 yete = 0.25 

4. y = 2x\ cuando x = -2 y ¿te = -0.5 

5- cuando *=2 y íte = Q.L 

6. y = x^l-x\ cuando x ■=■ 0.75 y ate = O.Q01 

7. y ^ tg Jtj cuando * = 45* y ¿te = 0-03528 radianes 

8. y = eos jc, cuando jc = 30“ y íte = -0.02139 radianes 

9. y - are sen 2x, cuando x =5 3 y ete = 0.045 

10. y = ln jc 2 , cuando ju = 5 y cte = 0.0083 


II. Resolver los siguientes problemas, empleando diferenciales. 

1 . Un disco metálico se dilata por la acción del calor de manera que su radio 
aumenta de 12 a 12.03 cm; hallar el valor aprox irruid o de! incremento del 
área, 

2. Un balín de fierro de 9 cm de radio, por el uso, sufre un desgaste hasta que 
su radio es de 8.72 cm. Hallar aproximadamente la disminución presentada 
en su volumen y su área. 

3. Si A es el área de u n cuad ra do de lado 8 cm r h alia r dA y con struir una gráTica 
que represente dA y A, 

4. Hallar el volumen aproximado de un tubo de cobre de 35 cm de longitud, 2 cm 
de diámetro interior y 3 mm de espesor. 

5. Hallar un valor aproximado del volumen de una cáscara esférica de 300 mm 
de diámetro exterior y 1.5 mm de espesor. 
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III, Aplicando diferenciales, hallar aproximadamente los valorea para las siguientes 
expresiones. 


i. Ves 

17 

6 \81 

ii. ctgáy 

2, 37 

7. In. 5.83 

12 . sec59* 

3, Ves 

3. sen 61" 

13. In 36.4 

4 * *¡63 

9 v eos 44" 

14. e 23 

5 - Vsñ 

10 , t E 46" 

15. e 61 

Hallar la diferencial para las siguientes funciones: 

1. y = x 4 - fix 3 # 5x a - 

2 x 

11 y = e r ‘ 

jc 2 

2 y ~ X 


12 . y e In (4 - 3x) 

3, y = Vl-3x 3 


13 . y - In y 1 1 x 2 

4. y - y/ü" + 


14. y = In sen fix 

5 . y = ^4” fije* 


15. y = |og(<ur+5) 

6 . y = 3xt¡x ¿ + 4 


16. y - log y 4 — x 2 

7, y-(l + Jc’Wl-x 3 


17. y = 2 eos 2 x 

S. >^10^' 


tg 4* 

! 8 . * = , 

4 

9 -y = 5 "^ 


19. y -xcsex 

10 . y = e N 


X 

20 . y = are sen- 
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UNIDAD 1 


21, y = are tg (x 3 - l) 


22, y = are sec x 1 


23, y = Veos 5 jc 


24. ? = 


25, 


2 £ 

a -x 


^"V + r 1 


26. ^ = fl _2 *a«3jc 


27. 3x 2 + 2 jt>- + 5y a = 24 


29. ac^ + 4^'ry + 2,}' = a 

“ Jí-J! 


--C 


31. 


32. jc - > = e 


- **** 


33, 2x 3 -xy 2 + 6> = 1 


34. > 


fi¬ 


fí +s 


35. j = are cds^3x - 4jr 3 | 


28. JE 3 +6xy £ +2/= 1Ü 
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1.2 LA INTEGRAL DEFINIDA 


La notación sigma 

Para facilitar la escritura de sumas con muchos términos, se utiliza la notación 
sigma. La letra griega mayúscula L que se llama sigma, es el símbolo matemá¬ 
tico de la sumatoria, 

EJEMPLO 

1, Escribir los sumandos de cada una de las siguientes sumas indicadas en 
lenguaje simbólico: 

b) X(2K + 4) d ¿-L 

Solución 

a) '£X K =X, + X,iX,+X l +X ¡ +X i + X, + X t 

JT-I 

b) j, Jf „(2*’ + 4) = [2(-3)*4| + [2(-2) + 4] + [2(-l) + 4| + [2(0) + 4] + 

lt--J 

^ [2(1) *4]* [2(2)+ 4] +[2(3)+ 4] 

5^(2^ + 4) = -2 + 0 4 2 + 4 + 6 + S + 10 = 28 

K--3 

1 1 1 1 1 1 87 29 

K~ 2 3 4 5 6 60 20 

ir-a 

d) ¿tf 3 = (2) J + (3) 3 +(4) s + (5)“ = 4 + 9 + 16+25 = 84 

JTfl 

En forma general, tenemos que: 

É/í*)= fím) + f(m * l) + /{m + 2)+ + f[n) 

C'H 

en donde m y n son enteros y m < n. 
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En la suma, el número m se denomina límite inferior y a n se le llama límite 
superior ; el símbolo A' (puede emplearse cualquier otra letra, por ejemplo: U j> 
etc.) se denomina índice de la suma . 

Propiedades de la notación sigma 

1. Yc=C n; donde C es cualquier constante. 

JC-l 

2. ¿ cf(K) =■ C ¿ f{ K )donde C es cu alqui er consta n te. 

f-t * ‘i 

n A * 

3. X [/(K) + 0(IC)] = X/W*X G W ■ esta propiedad se puede extender a la 

*.t *' í í * 

suma de cualquier número de funciones. 

4 . ¿ {f(K)-f[K-l))=f(n)-m 

Hml 


Fórmulas de la notación sigma 



fi{fi + l) 

3 


3 



n J (n - l)‘ 
4 


2. X*' 


fi(ft + l)(£n f l) 


x*-= 


r(n * OlBn' i Hn t n - l) 


30 


EJEMPLO 

|, Calcular la suma indicada, usando las propiedades y las formulas de la 
notación sigma, para: 

a>t*(«r-4) b > £> O Í2'-2" 

Í1 J-, 

Solución 

a) ¿ K(ñK - 4) = ¿ (5JT* - 4JT) = ¿ (oA') + ¿ (-4A) ) Propiedad @ 


2& 
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Jt 

= 5 ^ K 2 - 4 S K 1 PwptedBd @ 

K-l ¿C-1 


n(n + l)(2n +■ lj 1 

~6 J“ 


• ——ü ' ^Fórmulas (2) y (T) 


10h 3 + 15íT + 5n 

6 


- 2/T - 2n 


■*■ Yk(BK-4) = 

K-í 


lO» 3 t 3 r 2 - 7n 


G 


L”C t¡» 

b) ^3J * 3^ J } Propiedad (2) 

Jmi 


].» 

X 3J 


f! (n + lll 3(100(100 + 1)1 , . ^ 

““7 — “ ' ; Fórmula 

Z J +- 


iw 

5^3-J = isiao 

j»i 


c) jp 2 1 - 2'' 1 » 2" -2 q } Propiedad @ 
¿■1 


,.¿(2 r - 2* ')* 2' - \ 


Área bajo una curva 

En geometría hemos aprendido a calcular el área de regiones poligonales y 
circulares. Ahora, analizaremos el problema de la obtención del área de una 
región del plano cartesiano, la cual está limitada por el eje de las X, las rectas 
x = a y x - b y la curva /(*), donde /es una función continua en el intervalo 
cerrado [a 7 6] (Figura 1). 

Simbolicemos esta área con A y abordemos su cálculo. 
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t 


ffx) 



Simbolicemos esta área con A y abordemos su cálculo 
Una primera manera aproximada consiste en calcular el área de la región 
rectangular sombreada (Figura 2), 

Y 
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Considerando dos regiones rectangulares, obtenemos una mejor aproximación 
del área buscada (Figura 3), 



Figura 3 

Si los dos subintervalos en que dividimos el intervalo ¡a, b] tienen la misma 
longitud, es decir, Ax = U 1 - a) = (b - *,), la ecuación anterior se puede escribir 
así: 

A - áx /(*,} + Ax f{b) = [/(xj + f[b )jA * 


Y 



A medida que el número 
de regiones rectangulares 
aurae nta, 1 a diferen ci a ent re 
la suma de sus áreas y el área 
bajo la curva disminuye. 

Dividamos el intervalo ce¬ 
rrado [ge, 6] enn subintervalos 
de igual longitud (A *), de 
manera que 

Ax - 1 (Figura4]. 

n 
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UNIDAD i 


Por lo tanto la ecuación de la suma de las áreas de los n rectángulos es: 

A» [/<*,) + /{**) + /{*,)- — /(*.)] Ax 

Intuitivamente se hace notar que cuando el número n de rectángulos tiende 
a infinito, la suma de sus áreas tiende a un limite, que es el área buscada. Por Lo 
tanto, la ecuación del área bajo la curva f(x\ limitada, por la izquierda y por la 
derecha por las rectas verticales x = = a y x - x h = b, es: 

A - lim [f(x 1 )+J(x t )^f(x s )+.,. * /(**.,) + /(^ d )] Ax 

Utilizando la notación sigma, la ecuación anterior se puede escribir así: 

n 

A= iim 2/(* k )a* 

También debe observarse que los n rectángulos pueden ser inscritos o circuns¬ 
critos, Si consideramos rectángulos inscritos, y como ( (x) es creciente en el 
intervalo cerrado la, 6], el valor mínimo absoluto de la función en el /f-ésimo 
subintervalo [%_] %] es f(x K _ 1 )> por lo que la ecuación del área bajo la curva 
es: 

A*/*™ V/(x*.jA* 

K-l 

Las sumas correspondientes de las áreas de los rectángulos circunscritos son, 
por lo menos, tan grandes como el área de la región A, y se puede demostrar que 
el límite de estas sumas cuando n crece sin límite es exactamente el mismo 
que el límite de la sumado las áreas de los rectángulos inscritos. El valor máximo 
absoluta de la función en el íf-ósitno subintervalo 3 | es f ), por lo que 
la ecuación del área bajo la curva dividida por rectángulos circunscritos es: 

n 

A= lim V f (* *) A x 

*'* + * K-l 


EJEMPLO 

1. Hallar el área de la región limitada por la curva y - x 2 + e! eje X y !a recta 
x - 2, tomando: 

a) Rectángulos inscritos, 

b) Rectángulos circunscritos. 
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LA INTEGRAL 


Solución 

a) Dividamos el intervalo cerrado [Q, 2] en n subintervalos, cada uno con 
longitud Ax, es decir: 

( b-a) ( 2 - 0 ) 2 

Ax = — - - -- - 

n n n 

EL valor de la función es y = x 5 y, como es creciente en el intervalo cerrado 
¡q 2L el valor mínimo absoluto de la función en el ü-esinio subintervaío 

[*j-i**ir] ÉS f(*K-i)- 


Empleando la ecuación respectiva de área; A = lím ^ j (ar* i) A x 

n ~ 1 * " ff=i ^ 

y como — (K - — 1)¿JC y /(*) = X a , tenemos que: /(x^.,) = [(if-ljir] ; por 

lo tanto X K*’» 


íf = l 


Jf-I 


Jí-l 


2 

como ár = - y, sustituyendo en la ecuación anterior, tenemos: 
n 


!/(*«)*» 




2 8 




'i i 

Í> s -2 £if + £l 


A=1 


sr i ir-i 


Aplicando las fórmulas© y © y la propiedad ©de la notación sigma, tenemos: 


n" \ 6 

Por la ecuación del área, resulta: 


S '* 2rt A + 3/1 ! +n- 6íi 2 - 6n + 6ft i _ 4 * 2f^ - 3n + 1 


n 


A - lím 

+ -k ■* “ 3 


’ 2n 2 - 3 ^ 1+1 


„ (« 3 1 

lím 2- — + —T 

n -* * - V n /i 


A = — /ím |2- — + — |-“ (2 — 0+-0) = - 

3 »—*■ + '- V ««va ¡ 


El área de la región es de 8/3 de unidades cuadradas* 
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UNIDAD i 


Gráficamente, tenemos; 



b) El valor máximo absoluto de la función cnclJT-csimosubintervalo [x K , 
esf(x K ). Empleando la ecuación respectiva de área: 

A= íim ¿/(jc *)A* 

* -* * • a =i 

y como x K = KA x y f(x) = x 2 , tenemos que; f(x K ) - (JEA x) 2 , por lo tanto, 

Ax - je) 5 

ff-1 If^l A'-l 

2 

Como Ax = —, y sustituyendo en la ecuación anterior, tenemos; 
n 

^■1 JT-1 


8 


^ K~ \ Aplicando la fórmula (2) 

Ki-l 


5 

' n(íJ - l)( 2rt + 1)' 

8 

2n 3 + 3n 2 + rc 

a 3 

t 6 ) 


l 6 j 
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LA INTEGRAL 


Por la ecuación del área resulta: 



A= lint Í2 + - + 4'l=4 (2 + 0 + 0) = ! 

I H Í4 J 3 

n -fe * — % 

+ \ El área de la región es de 8/3 de unidades cuadradas. 

Gráficamente tenemos: 



Suma de Kiemann 

Sea /una función continua en el intervalo cerrado [a, ói Dividamos este 
intervalo en n subintervalos seleccionando cualesquiera {n - 1) puntos interme¬ 
dios entre a y b. Sean x a = a y x n - b y sean * t ., x 2i r 3+ ...^: n x los puntos inter¬ 
medios tales que x 0 < * t < x t < * g < ... < x n l < dichos puntos no son 
necesariamente equidistantes. 

Sea Ax i la longitud del primer subíntervalo tal que A* 1 = x } - x 0 ; sea &x 2 la 
longitud del segundo subintervalo tal que A x, = x 2 -x ] y así sucesivamente, 
tales que la longitud del Jf-ésimo subintervalo sea A x K , y que A x K - x K - x K r 

Sea A = (a = x nt x, t x,, x,,. lt x =»& } el conjunto de todos ios n subinterva- 

los del inténsalo [a, ó], que se denomina partición del intervalo [a, fcl (Figura 5), 
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UNIDAD 1 


Y 



Selecciónese un punto en cada subintervalo de la partición A. Sea ^ el punto 
seleccionado en [jc Qt jc x ] tal que x Q < x } , sea^ 2 el punto seleccionado en [* |T jcJ 
tal que x 2 á £ 2 < x 2 , y así sucesivamente, de modo que sea el punto seleccio- 
nado en [x*,, xj y x*_i S l K S x K . 

La suma de los productos ./(íi)í*i+ 7 (£¡}ax. + ... +/(i*)A* f¡ + ... + /(í„)a*„ 
que, por la notación sigma, se escribe /(£,*-) ^ x k > se denomina suma de 

fa 1 

Eiemann (Figura 6X 



3b 









































LA INTEGRAL 


La suma de Riemann representa geométricamente la suma de las áreas de los 
rectángulos que tienen como base á y como altura /t^ J. 

n. 

f«t 

El límite de la suma de Riemann, si existe, representa geométricamente el 
área de la región limitada por la curva / t las rectas x = a, x = b y el eje X. 

A- lim = X/tt*) A *i£ 


EJEMPLO 


1. Dada / ( x) - x ¿ , con 0 < x < 3, hallar la suma de Riemann para la función 

11 

J (x) en el intervalo {0, 3] para la partición x 3 = x z = l- f 

j s = 2¿ i, =3 y 4a=I. ^3=1^. y 4,4 =2^. Trazar la gráfica de la 

función en |Q T 3], mostrar los rectángulos, cuyas medidas de área son los tér¬ 
minos de las sumas de Riemann. 


Solución 

La suma de Riemann para la función dada es: 

X ■/ k ) Ax k = J fei) Ax i + /fe 2) Ax s + ,/fea) Ax a + /4 ) Ax 4 

K = I 




£/(Í J t^-(OOS25)(0.5) + (1K0.75)+(2,25X1)+(6-2«XO-7«) 


A-l 


4 247 

V /(Saji** = 0.03125 + 0,75 + 2.25 + 4.6875 = 7.71875 =- 

^ 32 

K-l 
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LvSIDAD 1 



La suma de Ríemann para la furu 
cíón fix) = x* en el intervalo cerra- 

do |0, 3| es de 7.71875 o —. 

32 


Introducción a la definición de la integral de una función 

El concepto de den tacrán es requerido para precisarla descripción de pendí err 
de una curva, la velocidad de las partículas en movimiento o, más gene ral m en r- 
del concepto de razón de cambio. La descripción precisa de la noción intuitiva d- 
área de una región con fronteras curvas está dada por el proceso de integrarle 
la noción de área, así como algunos otros conceptos geométricos y físicos. - 
encuentra estrechamente Ligada a la integración. 

Integral definida 

Si / (je) es una función definida en el intervalo cerrado [a, ó], entonces la : 
tegral definida de j (je) de a a ó, denotada por j f (x)dx , está dada por el lím/. - 
de una suma de Riemann cuando el número n de subintervalos tiende a más . 
finito (+»). Simbólicamente tenemos: 
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LA INTEGRAL 


j" 6 f{x¡)dx* lím ^ f{^ K )&x K Si tal límite existe 


Matemáticamente! se lee: La integral definida de fíx) entre los limites ay b. 

Notación de Leibniz pura la integra] 

La definición de la integral como limite de una suma condujo a Leibniz (1646 - 
1.716) a representar la integral mediante la siguiente simbologfa: 


J 1 /(*)** 


El símbolo de integral es una modificación del símbolo de sumatoria en forma 
de una S grande que se usó en la época de Leibniz. El paso al límite a partir de 
una subdivisión finita en porciones A x K se indica mediante e! uso de la letra d en 
lugar de A, 

De la notación para la integral definida, identificamos: 





La integral definida propia e impropia 

La integral definida entre los límites a y b representada por la expresión: 


\l f(x)dx 


se interpretará geométricamente como el área de la región del plano cartesiano 
limitada por la curva j\ las rectas x = a y x = b, y el qje de las X. 

Si dividimos el intervalo fa, b] en n subintervalos de igual longitud (A x) pe¬ 
demos escribir; 


f * /(*) = Hm S /( 1 í*) 


Si n —* -i- x¡ 
A Ax-*G 


Si los n subintervalos de la partición dol intervalo [a, ó] no son de la misma 
longitud, existe un subintervalo tal cuya longitud es mayor o igual que la de 
cualquier otro. A la longitud de tal subintervalo se le denomina norma de la 
partición y se denota por A.v . 

Está claro que si n —t entonces A* —> O ; por lo tanto, podemos escribir: 
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UNIDAD 1 


Si consideramos la expresión anterior y si j es continua en (a, 6], estamos 
seguros que el lim ^ f(% K existe y por lo tanto / es integrable en [a, ó]. 

|¿j| Q % rl 

De lo anterior establecemos que J * j (x)da: representa la integral propia de 
fix) de a a b. 

Si / no es continua en [a, b 3^entonces el límite puede existir o no existir y por 
lo tanto f puede ser integrable en [a, 6] o no serlo. 

De lo anterior establecemos que [ b f (jc)f¿r representáis integral impropia de 
j (x) dea a 6, siempre y cuando el límite exista; en el caso en que el límite no exista, 
se establece que J h f(x)dx no tiene significado. 

EJEMPLO 


1. Hallar el valor exacto de la integral definida 
Solución 

Consideramos una partición regular del intervalo cerrado !0, 3] en n subin- 
tervalos f es decir: 


Ax 


(b-a) (3-0) 3 


n n n 

Seleccionando a como un punto en cada subintervalo, tenemos: 

S ‘ 4 * ’ 0 + { 3 ' - 0 + 3 0 "- í ‘ *° + íí @ í -- 0 + "@' 

Como f{x) = x a , resulta: /(£*) = + 

rb n 

Por la expresión J f(x} dx - lim )Aj a , tenemos: 
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LA INTEGRAL 


Por la fórmula (5) de la notación sigma, resulta: 



j’ *“<£1=7(2+0+0)=9 


■ Geométricamente la f 3 representa una región de área igual a 9 

J o 

unidades cuadradas. 


ejercicio n 

I. Contestar las siguientes preguntas: 

1 . ¿Para qué se utiliza la notación sigma? 

2. Matemáticamente, ¿cómo se simboliza una sumatoria? 

3. ¿Qué elementos se consideran paro calcular el área bajo una curva en 
una región del plano cartesiano? 

4. Explicar cómo &c precisa el cálculo del área de una región del plano cartesiano, 

5 . ¿Cuál es lo diferencio entre el u&o de rectángulos inscritos y circuns¬ 
critos en el cálculo del área de una región del plano cartesiano? 

6 . ¿A qué se le liorna partición del intervalo la, ¿1? 

7. ¿Qué es la suma de Kiemann? 

8 . Geométricamente, ¿qué representa una suma de Kiemann? 

9 . Geométricamente, ¿qué representa el límite de una suma de Kiemann? 

10, Definir rn tegra í definida , 

11 , Explicar la notación de Leibniz para la integral, 

12 . ¿A qué se lé llama norma de la partición ? 

13. Explicar cuándo se tiene una integral propia y cuándo una impropia. 
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UNIDAD 1 


IL Resolverlos siguientes problemas: 

1, Escribir los sumandos de cada una de las siguientes sumas indicadas por el 
lenguaje simbólico de: 


a) p z > - w¿M) <> i {*,-*) 

1 k-t Je ~ I 

2. Aplicando el lenguaje simbólico de la notación sumatoria, exprese cada una de 
las siguientes sumas: 

a) (ni] +?!]) + (m. ¿ + rt. 2 ) + {m a +■ n a ) e + n s ) 

b) (2x, - y 3 + 6J +■ ( 2x - j 3 + M + - + (2x re - + 6„) 

fl, O, Oí Ü+ 

C ) — — *—= 3 —+ —+ ...+ —— 

1+Xj 1 + Xj l + Xg 1+ x 7 

d) - 2 + % 'x 2 - 2 + - 2 + - 2 

3. Calcular la suma dada por: 


R 

a) 

K-i 






üt= i 


di £ 2 J 



4. Calcular la suma indicada usando las propiedades y las fórmulas de 3 a notación 
sigma para: 


a) ¿2#r(K-l) 

K-t 


«o 2 ;(s ii -6*) 

A-l 



20 

b) ^3 ¿¡í(ü:%2) 



id _ _ 

o £ [vW + 1 - v' 2 J - l] 
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LA INTEGRAL 


5, H aliar el áren de la región limitada por la curva dada, el eje X y las rectas 
indicadas, tatuando rectángulos inscritos y circunscritos, para cada función. 

a) y = 2\ las rectas x =-4 y x = 4 á)y = \3-X, las recias x = -6 y **3 

b) y = x" „ les rectas x - -4 y x = 0 e) y = e x , las rectas x = -2 y x = 3 

c) y=x + 4, tas recias x = -2 y x = 3 f) y = -^j s las rectas x=l y x = 3 

5. Determinar la suma de Rtemann para la función dada en el intervalo indicado, 
usando la partición dada A y los valores indicados de , Trazar la gráfica de la 
función en el intervalo dado y mostrar los rectángulos cuyas medidas de área son 
los términos de la suma de Riemann,, 

1 2 12 
al f(x)~ — t 1< x <3; para A: x^ = 1, xj = 1 -. x £ =2 j, 

1 1 3 

- 3 ; si - 1 — j - 2* 4 a ” ^ 2 ’ " 2 4 

bl f{x) = x 3 , - 1 <x£ 2; para A: x 0 = -1, x l = “1/3, x 2 - 1/2, x 3 = L 

1 _ 1 

x 4 = 1—, x 5 = 2; - -1/2, 4 $ - 2 / 3 , = 1, 4 s = 

c) f(x) = X 2 -X + 1, Ü£xí2; para A; -0, x l = 0 2, x % = 0.5, x 3 =0-7, 
x 4 = 1, x G = 1.3. x a - Tfi, x 7 = 2; ^ t = 0.1, = Vs - ^ 1U ~ O-®* 

^ = 11 , (<* 1 . 5 , Ki = 2 

4 ) /(*)= x £ > l<xí 4; para A;xo = 1 * *1 = 1”. Ja =2 ^3 

^4 - £ 1 = 1 j» ^2 = £s = 2 J T = ^ 2 

e) flx)- —“l£x<3; para A;x 0 *-L. = -1/4, x,¿ - 0, x 3 = l/2, 

J " * x 12 

x 4 - 1“* X B = 2, % = £ X 1 ^ 2 ~l t * 8 “ 3; ^ = 

(a = 1/4, c, 4 = I, ^5 - 1 !^ 7 = 2 —, 4i “ 3 
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UNIDAD t 


7, Hallar é! valor exacto do la integral definida, 


a) x l dx 

b> ¡% (x* + l) dx 

c) P - dx 
J i x 


d) J \ 4 dx 

c) j< (2 *+l) dx 

f) 5x dx 

j'} 


0 ja **dx 

h) j l iV +6x + 3> di 

i) \ \ (* a +£-4) dx 


i 
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1.3 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


Calcular la integral definida a partir de su definición, es decir, determinando e! 
límite de la suma de Ricmann, resulta ser bastante tedioso y generalmente casi 
imposible, Con el fin de establecer un método sencillo y eficaz, es necesario 
desarrollar algunas propiedades de la integral definida. 


Teoremas sobre las sumas de Riemann 

l.Sí A es cualquier partición del intervalo cerrado [a, 6], se establece que, 

.«j 

ifm ^Aí, a 6-a 

IM’*® 

2 Si féstá definida en el intervalo cerrado la, 61 y si lím X ) Aí jc existe, 
donde A es cualquier partición del intervalo la, 61, entonces si C es cualquier 
constante, tenemos: 

lím ^Cf(£ K )&x K =C lím j/(í*)A*ie 
M -*» k.i ,A ' ! "* 9 a-i 

(La demostración de estos teoremas se deja para el alumno) 

Teoremas que dan lugar a las propiedades dé la integral definida 

1, Si la función/es integrable en el intervalo cerrado [o, 6] y sí C es cualquier 
constante, tenemos: 

2. Si las funciones f y g son integrables en el intervalo cerrado \a, 6], entonces 
f - g es integrable en |a, 6] y se establece que: 
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UNIDAD 1 


J *[/(*) + *(*)] dx -/*/(*) dx + J * *(*) íir 

Este teorema se puede aplicar a cualquier número de funciones, es decir, si 
las funciones f lt f 2 , ,f n son todas integrables en el intervalo cerrado ja, b 

entonces ( f v f 2 1 f 3 /„) es integrable en [o, 6J t y se tiene: 

f [/¡M + /,(*) + /,(*)+ - +/J*)]^- 

m J # */W^+£/ i Wífc + £/ í Wíi*: + + £//*) 

El signo más (+) se puede sustituir por un signo menos (-) como resultado de 

aplicar el Teorema 1 para las propiedades de la integral definida, en donde 
C * _ L 

3. Sí la función/ es integrable en los intervalos cerrados [o, 6], [a,Cl y [C, 6]. 
tenemos que: 

/*/(*)<** = \\f{x)dx + si a < C < b 

Este teorema se interpreta geométricamente; si f(x) ¿ 0 para toda x en \a, 6], 
entonces se establece que la medida del área de la región acotada por la cun a 
y = f(x) y el eje X de a a b es igual a la suma de las medidas de las áreas de las 
regiones deaaCydeCaa (Figura I), 


Y y*f(x) 



4. Si /es integrable en un intervalo cerrado que contiene los tres números 
a, b y C + entonces: 

}*/(*) dx = J*/(ar) dx + dx 
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U INTEGRAL 


Y ello sin importar cuál sea el orden de los números a, d, C„ 

5. Si C es una constante y si fe s una función tal que / (*) - C para toda x en 
el intervalo cerrado [a, 6], tenemos que: 

| ^ C dx = C{b- a) 

Este teorema se interpreta geométricamente cuando C > 0 T estableciéndose 
que la integral definida J ]Cdx da la medida del área de la región sombreada, que 
es un rectángulo cuyas dimensiones son C unidades y {b-a) unidades (Figura 2). 


Y 








0 

(i h 


6. Sí las funciones/y g son integrables en el intervalo cerrado [o, &] y si 
f{x)> g(x) para toda x en [ü, £>], tenemos: 

Í ^ | (x) = dx 

Este teorema se interpreta geométricamente cuando j (*) > ^(x) > 0 para toda 
x en el intervalo cerrado 1 a f &], estableciéndose que la [ // (x)<Í£ da la medida 
del área de la región acotada por la curva y - f(x}, el eje X y las rectas x~ a y 
x =b. La J & ^(x) dx da la medida del área de la región acotada tanto por la curva 
y =g(x), el eje Y y las rectas x = a y x = b. Se hace notar que la primer área 
es mayor que la segunda (Figura 3). 
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UNIDAD 1 


Y 



y «/<*) 


y = g(x} 


7. Supongamos que la función / es continua en el intervalo cerrado ¡a, b_. ' 
m y M son f respectivamente, los valores mínimo absoluto y máximo absoL 
déla función f en [a, ó], de tal forma que m 1 f{x) <, M para a < x <, b t enton c - 

m{b - a )< J b f (x) dx < a) 

Este teorema se interpreta geométricamente cuando f(x) ¿0 para toda i 
[a, b ], estableciéndose que la integral / {xjdar da la medida del área de 
región acotada por la curva y - j (*), el eje Xy las rectas x-ct y x = b. Esta ar¬ 
es mayor que la del rectángulo cuyas dimensiones son m y {ó - a) y menor qut 
del rectángulo cuyas dimensiones son M y ib - a), Lo anterior se representa 

la Figura 4, 


y 
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LA LVTEGflAl 


EJEMPLO 


1 Aplicar el Teorema 7 de las propiedades de la integral definida para hallar él 
mayor valor y el menor valor posibles do: 


J* (2*- 3 ■+ 3jc* - 12*) dx 


Solución 


I. Primeramente, se habrán de calcular los máximos y mínimos relativos 
para y — 2x 8 + 3*; 1 — 12*. 
y = 2x*+3x 1 -l2x 
y 1 - $x 2 + 6x - 12 = x~ + x - 2 

a) Se halla la primera derivada de la función: 

b) Se iguala la primera derivada a cero y se resuelve la ecuación resultante: 

* 2 + * - 2 = 0 jé + 2-0 * - 1 = 0 


(x + 2)(x-l}^0 \\=-2 x t 

c) Se analizan los valores críticos uno por uno: 



Para x = -2 


Un valor un poco menor 

x - -3 

y' - x 2 + x - 2 


Un valor Uíl poco mayar 


y=(-3) s t(-3)-2 


y** 1 +x-2 

y = (-!)*+ (-!)-2 


y 1 =9 — 3-2 = 4 

■.y = © 


y' - 1- 1 - 2 = -2 

y = (-■■■ 


Máximo 


J 


Para i = - 2, tenemos un máximo cuyo valor es: 
y = 2x* + 3bc 2 - 12* 
y ^ 2{-2) 5 + 3C-2) 2 - 12(-2) = 20 


t \ Cuando x = - 2, tenemos un máximo de 20, 
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L'NtrJAEll 


Para x = 1 


Un valor un poco menor 


Un valor un poco mayor 


y - Jf 2 + x - 2 
y -COF+ (0) — 2 ~-2 

■ y=G 


x-2 

y’ = x 1 + x ~ 2 

y' ^ [2? + (2) —2 = 4 

■* y - © 


© 


Mínimo 


Para jc = 1, tenemos un mínimo cuyo valor es: 
y = Sr’ + S**- I2_r 

y = 2Í l) a + 3(1) — 12Í1) = -7 


Cuando x = 1, tenemos un mínimo de -7+ 


II. Calculando los valores de f{x) para el intervalo 1-3, 3], tenemos: 
f(x) - x* + 3jc j - 12-í 

/(-3) = 2(-3 f +3(-3) ! - 12(—3) /<3) = 2(3) 3 + 3(3}" - 12(3) 



Por lo tanto el valor mínimo absoluto de la función en el intervalo cerradc 
[-3, 3] es -7 y el valor máximo absoluto es 45. 

III, Tomando m = - 7 y M = 45 en ia ecuación del Teorema 7, tenemos: 


pn(í? - a) £ /(a) dx £ M (5 - a ) 

(-7)[3 -(-3)] < J *j2x* + 3x' ¿ - 12*) dx < 45[3 - (-3)] 
- 42 < J ^ | 2.v a - 3* a - lar) dx < 270 


iMás adelante se demuestra que el valor exacto de la integral definida es 54.) 

Teorema del valor medió para integrales 

Antes de realizar el teorema del valor medio para integrales, estudiaremos 
un teorema importante sobre una función que es continua en un intervalo 
cerrado, el llamado teorema del valor intermedio, el cual es necesario para 
demostrar el teorema del valor medio para integrales. 
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La EMtu f.LL 


El teorema dd valor intermedio establece: 

Si La función/ es continua en elinterv alo cerrado \a t M y si f \.a I {fr}, 
entonces para cualquier número h entre / (a:) y / {b I existe un núiitt' 
ro í entre ayfc tal que f(c) = k* 

{La demostración de este teorema rebasa del objetivo de es-te libro; se puede 
tener mayor información en un libro de cálculo avanzado.) 

Analizaremos la interpretación geométrica del teorema del valor intermedio 
En la Figura 5 se observa que {O,/des cualquier punto dd eje Y entre los puntos 
[o./H] y [O,/(*)]- El teorema del valor intermedio establece que la recta 
y =. k debe intersecar la curva cuya ecuación es y - f (*) en el punto (c, ft). donde 
c está entre a y h (Figura 5b 


Y 



fie hace notar que para algunos valores de k puede existir más de un valor para 
c. El teorema del valor intermedio establece que siempre existe por lo menos un 
valor de c, pero que no es necesariamente único (Figura 6). 
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El teorema del valor intermedio establece que si la función / es continua er 
un intervalo cerrado [a T £>], entonces / toma todos los valores entre /(*) y f(b 
cuando x toma todos los valores entre a y h. 

EJEMPLOS 

í x — 2 si 1 < r < 3 

1. Considerando la función J definida por; f(x) 3 { ^2 g - % <x <4 

La gráfica de dicha función se presenta en la Figura 7 t donde se hace notar qu 1 
La función /es discontinua en 3 f que está contenido en el intervalo cerrado [ L 4 
puesto que /(l) — 0 y /1.4) = 16* 

Si k es cualquier número entre 2 y 9, no existe valor de c tal qu. 
fie) - k porqué no hay valores de la función entre 2 y 9. 
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y 



Figura 7 Figuro 8 


Consideremos ahora otro ejemplo de una función para la cual el teorema del 
valor intermedio no es válido, 

2 Sea f(x) ^ 1 k la gráfica de dicha fundón se presenta en la Figura 8, 

donde se hace notar que: 

La función j es discontinua en 2* que está contenido en el intervalo cerrado 
10, 31 s puesto que /(O) = -1/2 y /(3)- 1 

Si k es cualquier número entre -1 1/2 y 1, no existe valor de c entre 0 y 3 
tal que f(c) - fe. 

Particularmente se hace notar que si k = 1/2, entonces j (4) = 1/2, pero 4 no 
está contenido en el intervalo [0, 3]. Ahora estamos en condiciones para estable¬ 
cer y demostrar el teorema del valor medio para integrales. 
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L'NIDAD 1 


El teorema del valor medio establece: Si la /unción fes continua en d inter- 

valo cerrado [a, b], entonces existe un númeroX tul que a< A <b y 

f(X){b-u). 


Demostración del teorema del valor medio para integrales 

La función / es continua en el intervalo cerrado la, b], y el Teorema del cok- 
extremo establece: Si ío /'unción es continua en el intervalo cerrado [a, bl, entonces 

f tiene un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en ia,b]. Sea me. 

valor mínimo absoluto que ocurre en X = Xm. Por lo tanto /(Jim) = m cuando 
a < Xm < 6 Sea Ai el valor máximo absoluto que ocurre enX^XM. Por lo tanto 

f(XM) = M cuando a £ XM < b* 

Por lo anterior, establecemos que: m £ f{x) < M toda X en [a, b ], 

De acuerdo con el Teorema 7 (que da lugar a las propiedades de la integra, 

definida), se tiene que: 

m(h - a) < \\f (x) dx £ M(b - a) 

Si dividimos entre (í>- a) y hacemos notar que (b-a) os positivo porque b > a. 
resulta: , 

\\m¿* 


m £ 


(b-a) 


< M 


- u / 

Si m = f ( Xm ) y M = f {XM), sustituyendo en las desigualdades anterio¬ 
res, resulta: 

- a) 

Con base en las desigualdades anteriores y el teorema del valor intermedi. 
establecemos que; Existe un númeroXen un intercalo cerrado que contiene a Xr 
y XM tal que 

iw-nhr obien! 

f b f(x) dx = f(xX*'ü) si a<X$b 


Con lo anterior queda demostrado e! teorema del valor medio para integrale- 
Con el fin de interpretar geométricamente el teorema del valor medí 
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consideramos /'(*) > O para todos los valores de X en el intervalo [a, 6]. Entonces 
la /’(*) dx es la medida del área de la reglón acotada por la curva y = /(je), 
el eje X y las rectas je = a y x = b (Figura 9). 

El teorema del valor medio establece que existe un número X en [u, 61, tal que 
el área del rectángulo AEFB de altura f(x) unidades y ancho ib - a) unidades 
es igual al área de la región ADCB, 


Y 



El valor de X no es necesariamente único. El teorema del valor medio no tiene 
un método para determinar X, pero establece que existe un valor deX 5 lo cual se 
usa para demostrar otros teoremas. Sólo en algunos casos particulares se puede 
hallar el valor de X tal y como se explica en el siguiente: 

EJEMPLO 

1. Hallarel valor deJt tal que J f(x)dx = /(X)[3-(-3)]si/{*) = 2* ! + 3x 2 - 12*. 


Solución 

Primero se determina el valor exacto de la integral definida 

P (2x a + Sx 1 -12*) dx. 

Considerando una partición regular del intervalo cerrado [-3, 31 en n 
*ub intervalos, os decir: 
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UNIDAD 1 


Ajf 


(¿-a) [3-(-3)1 _ 6 

ti n n 

Seleccionando como un punto en cada subintervalo, tenemos: 


í ••• 

s -- 3 "'í!) 

Como / (ar) - 2x a + 3.x J - 12a: resulta: 


■•♦•(I).»* *•*♦*(!)• 


/(^)= 2 


K K K 

-27 4 162— - 324 — 4 216 — 
n n L n 


a \ / 

+ 3 

J K 


y tr 1 ^ 

9-36—4 36 


TI rt 


-iaf 

-3 + H] 


rt J 


/(W—M + 


324ÍÍ 64S/Í 2 432/f* _ 108X 108A^ 


+ 27 - 


+ 36- 


72 ií 


í!' 


n 


, D U4K 54QK 3 432K 3 9n 3 + lUKit 1 -540K s rt + 432K 3 1 

/(M= 9 + --^- + 


H 


f rt 

Por la expresión j a J - A “ í í w (^¿r )-^ r tenemos: 




/, / 3 2 * J t ^ (9n* + 144^Tt 2 - 540JC 2 7i + 432JC 3 'l f 6 

J 3 (2# 3 + 3x ¿ - I2xjdx = hm 2, 


K =1 v 


^ Km A £(9n 3 + 144Xh 9 -54ÜJf ! n + 432if 3 ) 


ff=i 


= f ím A (9 B a ¿1^144n 2 ¿íC-540n ¿ÜT 2 + 432¿tf 3 ) 


K=\ 


K=\ 


K=í 


K tJ 
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Por las fórmulas de la notación sigma, resulta; 


,, 6 

hm — 

n 


_ 3/ * ... 2 (/i)(n + l) (n)(íT + iVSrt +■ 1) + l) J 

9n {n)+144n ^ - ¿ -540 n- ——— - -- t-432— ¿ 


6 ( , 144n%I44rc 3 lOSOn 4 + 162 Dfi' + 54Ütt 3 

íim — 9n +- 

n 2 6 


432n Á + 864 n 5 + 432n 2 ' 


y 


i t ^ 

hm — 
n 


' 54 n 4 + 432 n* +4 32n s - lG8Dra 4 + 162ürt 3 + S40n s + 648n 4 + 1295n 3 + 648n 


d ) 


f 54n* + 108fi a + 108íi 2 ^ 


i m 


.. , 108 108 

= lint | 54 +-+ —— 

n n 




El valor exacto de la integral definida J ^ | 2_t 3 + 3jt s - 12,r \ dx es de 
54 unidades cuadradas. 


Por el teorema del valor medio para integrales, tenemos: 

f * /(*)* = / (*X h - a ) 

fe 3 + 3*‘ - 12*) * * /(*)[3 - (-3)) 54 = /(*X6) /(*) = 9 


Para determinar el valor de x y tenemos que: 2* 3 + 3r 2 - 12* - 9 

x[2x* + 3r- 12) = 9 

Así obtenemos tas ecuaciones: x = 9 y 2x 1 + 3* - 12 = 9 o 2x 2 + 3* - 21*= 0. 
Para la primera ecuación tenemos x i - 9. 

Para La segunda ecuación aplicamos la fórmula general para ecuaciones de 
segundo grado, resultando: 
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LW idad i 


X = 


-b t V6" - 4ac 
2 a 


-3 t ^9 - 4(2)(-2l) 

x= ¡(i) 


■■■ x, = 


-3 + VI77 


x = 


-3±Vl77 


/i ar* = 


-3 - v177 


3 * v /u? ^=^^gaStáafi cotód 

en el intervalo cerrado [- 3, 3], 4 


■'• /^{2* , +3**-l¡!,)«£r = / 


-3 + VI77 


( 6 ) 


Valor promedio 

El valor f(x) dado por el teorema de! valor medio para integrales se llama 
valor medio o valor promedio de / en el intervalo cerrado |o, 6], Es un 
generalización de la media aritmética de un conjunto finito de números.. Esto t- 

Sl /(*i). /(*a)i /(*i)r-j/(r,)csu]i coryuntoden números, entonces la med. 
aritmética está dada por el cociente: 


Jal 

n 

Consideremos una partición regular del interc alo torrado [a, 6] que se divi 
en n subí niégalos de igual longitud = í^—íl, 

Sea cualquier punto del AVésimo subinterv alo y fórmese la suma: 


2/ U* r ) 

n 


este cociente representa la media aritmética de n números 

Como &x --4 tenemos que n “ ~ —— 

n Ax 


; sustituyendo en el cocí ente „ se tier. 
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U3TSGSA1 


¿/{O lf<k x > ±fO,*)** 



- a) (t - ci) 


Tomando el límite cuando n -> + » oii -^0 tenemos, si el límite existe: 



(6-0) (&-o) 


Lo anterior nos lleva a la siguiente conclusión: 

Si la función f es integrable en el intervalo cerrado La,&L el valor promedio 


de f en [a, b] es { f( x )^ x . 

(6-a) 

EJEMPLO 


1. Hallar el valor promedio de la función j definida por f (j) ” 2^ + - 12x 

en el intervalo cerrado [—3,31. 


Solución: 

Í 3 

(2!x® + 31 a - I2r) dx = 54 

El valor promedio (V.P.) de f en 1-3 f 3] es: 



/„ El valor promedio de la función / definida por | - *1* 


en el intervalo cerrado [~3, 3| es 9. 

El valor promedio de una fundón tiene aplicaciones en la física y la ingeniería 
en relación con el concepto de centro de masa; en la economía se emplea en el 
cálculo del costo total promedio o del ingreso total promedio. Dichas aplicaciones 
se analizarán más adelante. 
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UNIDAD 1 


EJERCICIO III 


I. Contestar las siguientes prcguntas. 

1, Describir los teoremas sobre las sumas de Kiemann, 

2- Enunciar los teoremas que dan lugar a las propiedades de la integral 
definida. 

3. ¿Qué establece el teorema del valor intermedio? 

4. Escribir el teorema del valor medio. 

5. ¿Qué establece el teorema del valor extremo? 

6. Explicar qué es el valor medio o valor promedio de una función en un 
intervalo [a t fr], 

7. Citar las aplicaciones del valor medio o valor promedio. 


II. Resolver los siguientes problemas. 

1. Aplicar el Teorema 7 de las propiedades de la integral definida para hallar 
el mayor valor y el menor valor posible de: 


¡O 

J 5x dx 

d) | vltí-x'c/x 


f(l+í) di 

e) f Vi + dx 

h) j* (3j ,il - 4.r a - I2x‘ *jdx 

r5 * t 

f* X 

r a x + 7 , 

f x 2 dx 

f) f “— 

J M + x 3 

oh * 

J -a x — 5 


2. En los siguientes problemas sedan una función j y un intervalo la. b], Deter¬ 
minar si el teorema del valor intermedio es válido para el valor dado de K. Si dich 
teorema es válido, hallar un numero c tal que / Ce} = A'. Si el teorema resulta n 
ser válido, explicar el porqué. Construir la gráfica correspondiente de la curva 
la recta y = K, 

a) /(r) = 4 + *-je 2 ; (0,3); K = 1 
W /(*>-V25-**; M,3¡¡ K = 3 

C) /(*)- ^-~;f-5,-l};KT = -1/2 

x + 4 


d) 

e) 

f) 


/(*)= 


x - 4 si - 2 £ x £ 1 


* -1 si 1 < x < 3 
f(x)^x £ +Sx-2i[-l t 2]; A = 3 
/(r) = 4 + 3x + x 3 ;[2 I 5]; K = 1 


;|-2>3l;A = -l 
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g> /(*) = v'64-* ! ;[0,6]; S- = -6 


h) y(*) = -;r;[0.lj K = i 

¿X ™ 1 

3. Hallar el valor de X que satisfaga el teorema del valor medio para 
intégralo- 5 !- Construir la gráfica correspondiente de la aplicación del 


teorema. 

a) í x*dx 

JQ 

b) j (V 2 + 4x + 5)c¡jí 


c) f x'dx 

d) J (2 + A*' 2 Jüíjc 


e) J 2 (44f a -8jE a )ífa 

f) J ^ (jc 3 + l)<fo 
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i.4 LA INTEGRAL INDEFINIDA 


Los concuptoá fundamentales de la integral definida fueron empleados por l 
antiguos griegos, muchos años antes de que fuera descubierto el cálcu. 

diferencial. 

Kn el siglo xvn, casi simul tanca mente pero en forma indepcndient-, 
Isaac Newton y Wilhelm Leibniz trabajaron sobre la aplicación del cálculo par 
determinar el área de una región limitada por una curva o un conjunto de curvai 
Para ello* calcularon una integral definida mediante la antidiferencí ación, c. 
cuyo proceso de solución interv iene el teorema fundamental del cálculo. Par 
establecer y demostrar el teorema fundamental del cálculo, analizaremos L- 
integrales definidas con un límite superior variable y un teorema preliminar 

Sea / una función continua en el intervalo cerrado fa, Entonces el valor c 
]a integral definida \'f[x)dx dependo únicamente de la función / y de k- 
números íi y b y no de la literal x. que se denomina variable independiente. Ce¬ 
base en el ejemplo, jV dx T encontramos que su valor exacto os 9, Se pudohaUr 
empleado cualquier otra literal en lugar de por ejemplo: 

| V dx -1 í “di - J u Vh - v 2 dv = 3 

Si f es continua en el intervalo cerrado [o, 6), entonces / es integrable e: 
Lfj, b]] por la definición de la integral definida* aseguramos que J J (v) c 
existe. Por lo anterior se establece que sí la integral definida existe, represen: 
un valor único. Si x es un valor numérico en [a, b), entonces j es continua e: 
[a, x] ya que es continua en lo* 6], Por consiguiente, J /(u) di? define un 
función F que tiene como dominio a todos los valores numéricos en el interva. 
cerrado \a. 61* y cuyo valor de la función en cualquier valor numéricos en [a. r 
está dado por: 
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F (*) - f f{v)dv 

* ti 
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Es pertinente hacer notar que si los límites de la integral definida son 
variables, se emplean distintas literales para estos límites y para la variable 
independiente en el integrando, En la ecuación F{x) - j f(v) do, como r es el 
limite superior, empleamos la literal v como la variable independiente en el 
integrando. 

Si en la ecuación F(x) ^ F 1 }{u) dv y y f(u) > 0 para todos los valores de u en [a, 
-entonces el valor F(x) se puede interpretar geométricamente como la medida 
i el área de la región limitada por la curva y =f(v), el eje u y las rectas v = o y 
. = x (Figura 1). 



Con base en la Figura 1, notemos que F[a) - J / (p) di* es igual a cero. 
Ahora estableceremos y demostraremos el teorema a que da lugar la derivada 
de una función F definida como una integral definida con un limite superior 
variable. 


Teorema 

Sea la función / continua en el intervalo cerrado \a, b I y sea x cualquier 

valor numérico en [a, ó]. Si F es la función definida por F(x) = j f(v) dv, 
entonces F' (x) ~ f(x). 

Si x - a, la derivada en F' (x)= /(x) puede ser una derivada por la 

derecha; si x - Ó, la derivada en F " < jc) = f(x) puede ser uná derivada por 
la izquierda. 
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Demostración 

Considerando dos valores numéricos (a, ) y (x, + Ax) en el intervalo cerrado (o. 
tenemos: 

F () = J n 7W dr y f(xs ■+ & x) = j' *f(v) dv 

tales que: F(*, +ii)-F(i 1 )- (' “/(e) dv - \''f(v) dv i Ecuación A 

Por el Teorema 4 que da lujara las propiedades déla integral definida, tener: 

en forma equivalente, se tiene: 

[ f(v) dv-l f(v) dv — I* f[u)dv \ Ecuación B 

Ja J X] 

sustituyendo la ecuación B en A, resulta: 

^(íj + AJt) - = f ' f[v) dv ¡- Ecuación C 

J t i * 1 

Por el teorema del valor medio para integrales, existe algún número X e~ 
intervalo cerrado limitado por y (x, + Ax) tal que: 

| f(v) dv- f(X)Ax j Ecuación D 

De las ecuaciones C y D> obtenemos: F (je, + Ax} -F íx 1 )=f(X) Ax, Si dividir 
entre Ax t resulta: ^ (*i + Ax) - fUi) _ 

Tomando el límite cuando Ax-* 0 t tenemos: 

lím f’fotdjQ-Ffr,) _ lím / (Jf }} Ecuación E 


Ai -* P 


Ai 


ir -íl) 


El lado izquierdo de la ecuación E es F' ú,). Para hallar el /(J0 P no 
be olvidarse que X está contenido en el intervalo cerrado limitado por (x 
(x, + Ax), y como 

lím Um , 

l = v y úf+Ax) = x 

iJtf — ti ix |> 1 1 i 
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£} teorema del “apretón 1 'establece; Supongamos quelas funciones/ g y h están 
definidas en algún intervalo abierto / que contiene a a, excepto posiblemente en 
a misma, y que/Cx) < £Íx) < h{x) para toda x en 1 paralas cuales x* a También 
supongamos que el / (,x ) y existen y son iguales a L, 

Entonces g(x) también existe y es igual a L. 

Por lo anterior, establecemos que el X = x } . Ya que/es continua en x 1+ 

te tiene que: / i X) = fÜO=f Caf t ); por lo tanto de la ecuación E, re¬ 

sulta: F' 

Si la función / no está definida para valorees de x menores que a pero es 
continua a la derecha de a > entonces en el argumento anterior si x,= a en la 
ecuación E t &x se debe aproximar a cero por la derecha. Por lo tanto* el lado 
izquierdo de la ecuación F' (x,í =/ (x x ) será F\ (*,). De la misma manera, si/ 
no está definida para valores de x mayores que fe pero es continua a la izquierda 
de fe* entonces, si x - b en la ecuación E, Áx se debe aproximar a cero por la 
izquierda. Por tanto, el lado izquierdo de la ecuación F' (x,) -/ íx t ) será F r (x/. 

Por lo tanto, el teorema anterior establece que la integral definida J / (u) do, 
con límite superior variable x, es una antiderivada de f 

Teorema fundamental del cálculo 

Sea la función / continua en el intervalo cerrado la, fe] y sea g una 
función tal que: g' (x) = /(x) para toda x en [a, fe]. Entonces / (u) dv - 

g (b)-g (a), 

Si x = a, la derivada eng 1 (x) = / (x) puede ser una derivada por La 
derecha, y si x - 6, la derivada en g' (x) -f (x) puede ser una derivada 
por la izquierda. 
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UNIDAD 1 


Demostración 


Si f es continua en todos los números en [a, 6], por el teorema anterio rmen: 
establecido y demostrado,, según el cual la integral definida f J (a) dv T c * 

* ra 

límite superior variable r» define una función /cuya derivada en [n,ó] es /; cor 
por hipótesis g' (x) =f (x\ se sigue del teorema que establece: 

Si f y g son dos funciones tales que f’ (x) = g' (x) para todos los valores de x - 
el intervalo l t entonces existe una constante K tal que f(x) = g(x) + K para to . 
x en f r y que #(*) = í / (v)dv + K t donde K es cualquier constante. 

Ja 

Haciendo x - b y x - a, sucesivamente en la ecuación anterior, resulta: 


= J f(v)dv+K y £(«}=[ f(v)dr+K 

De las ecuaciones anteriores, obtenemos: g{b) - g (a) = f / (u)tfu -1 f(v 
Por definición tenernos que f f{v)dv = Q, resultando g (b)- g(a) = f f(v\c 

i® J¡3 

Si fno esta definida para valores de x mayores que b pero es continua a 
izquierda de b, la derivada en gXrí - f f.r) es una derivada por la izquierc 

-h _ 

resultando que: g' (b)=F\ (h), de donde se llega a g(b) = \ j (u)du + A. De la ir. 
ma m anera, si fno está defi ní da pa ra v a lores do.tm eno r e s q u e a pero es cont i r, - 
a la derecha de a, entonces la derivada en#' ix) = f ix) es una derivada por 

rii x 

derecha y resulta que g'ia) = F\(a) t de donde se llega ag <a) = J / (a)da + K 
Ahora sí estamos en condiciones de hallar el valor exacto de cualquier intep 
definida aplicando el teorema fundamental del cálculo, en donde se hace no: 
la siguiente igualdad: [#(6) - g{a)\ por £(*)]*. 
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EJEMPLO 


f 3 2 i 

I, Calcular la J x dx por el teorema fundamental del cálculo. 
Solución 

Sea f{x) = x 2 ; la antiderivada de x 2 es i a 1 . * 

ó 

JC 3 

Si g(x) = — , por el teorema fundamental del cálculo, tenemos: 

* ( 3) 3 í*f . 


f Vek* — 
J * & 


* El resultado de integrar x es - a- \ y se obtiene de aplicar directamente 

M 

La a fórmu las de i ntegraci ü n para inte gt a les inmed ia tas el ementa] es q u e 
se estudiarán más adelante. El alumno puede comprobar este resultado 
haciendo el cálculo del área como el límite de una suma de Riemann. 


La integral indefinida 

De la expresión f(jc)- £ /(y) du > la función F (x) se denomina una integral 
:n definida de la función / tu). Decimos una y no la integral indefinida, porque 
en lugar de haber elegido a a como el límite inferior de integración, pudimos 
haber escogido otro valor constante, en cuyo caso se obtendría un valor diferente 
para la integral. 

Es muy fácil comprobar que cualquier integral definida se encuentra, a partir 
¿e una integral indefinida F Cvj, por la expresión: 

f f(v)dv = ff(b)-¿(a) 

r J o. 

La relación anterior entre integral definida e indefinida sugiere una manera 
de calcular el valor de la primera a partir de la segunda. 

El teorema fundamental del cálculo establece que: Una integral indefinida 
F x ■ de una función continua / (x) definida por F(x) = [ f(v) dv posoe siempre 
una derivada F'(x)y es tal que F'Cxi - /Cr); esto es, la derivación de una integral 
indefinida reproduce siempre el integrando. 
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IMDAD I 


El teorema fundamental del cálculo muestra el carácter inverso de k 
operaciones de derivación e integración, lo cual constituye el hecho básico á-. 
calcuio. Debido a esta relación inversa derivación-integración, a la funes 
/ (ar> se le denomina la primitiva de F fx), pues esta última proviene do la de- 
vación de la primera 

A continuación veremos quela integral de una función no es Única, ya que diferen: 
flttlCiúnos primitivas pueden tenor el mismo diferencial 

EJEMPLOS 

^W = í« a ^(í) = Q3£ 2 + 3 

di (^') - 2<ix dx d 2 (me 2 + 3) = £üjc dx d :i (ax 2 ~ 7 ) = 2 QX dx 

Si integramos cada una de las funciones di fer enriadles, tendríamos: 

j 2ax dx = ax 2 J 2ax dx = ax 2 +3 J 2ax dx = ax 2 - 7 

Obsedamos que las tres integrales difieren sólo en un valor constante, yac _ 
conocíamos cada una de las fundones primitivas. 

■'* Ltia función f{x\ tiene infinitas funciones primitivas, pero d< - 
cualesquiíra de ellas, F 1 (x)yF t Or), difieren siempre en una constant 

Poro ¿qué sucede si se nos plantea primeramente la expresión: |2av dx 
¿quó respuesta daremos si se comprendió que puede haber una cantidi 
infinita de funciones que dan lugar a esta diferencial? Con el fin de dar ur 
respuesta clara y precisa, diremos quo la Í2ax dx es ax* más un valor eom 
tante indefinido quo representamos con C, es decir: 

| 2a \ dx = ax* + C 

Como por lo pronto no nos os posible precisar el valor de C\ denominaremos 
ax 2 + C como la integral indefinida de 2ctx dx, 

La constante arbitraria C se llama constante de integración y es una cantid.-. 
independiente de la variable de integración. 

En conclusión, tenemos que: J/' (*)<& = fi x ) + C , donde /(x) + C es la im. 
gral indefinida de f'(x)dx r 

/. Al conjunto de todas Las funciones primitivas de una función fix i - 
le denomina Integra) indefinida d cfUx) dx. 

El proceso de calcular una integral definida o indefinida se denomir. 
integración . 
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EJERCICIO IV 

I. Contestar las siguientes preguntas, 

1, ¿Qué representa jj* / (r) dv ? 

2, Definir F (■*) - j' f[ v ) „ 

3, Geométricamente el valor de la ecuación F(x) = Jj f{v) dv, representa: 

4, Enunci ar el t eorein a a que d a I ugar 1 a de riveda de un a función F definída como 
una integral definida ton un límite superior variable. 

5, Enunciar el teorema fundamental del cálculo. 

6, ¿A qué se le de nomi na m tegra i i ndefi n id a ? 

7, Para una integral indefinida» ¿que establece el teorema fundamental del 
cálculo? 

fi. ¿Cuál es la función primitiva? 

9, ¿Qué representa C? 

10. ¿Cómo se llama al proceso para calcular una integral indefinida o una integral 
definida? 

II. Resolver los siguiente problemas. 

1. Hallar el área de la región acolada por la curva y rectas dadas. Construir una 
gráfica mostrándola región y un rectángulo. Expresar la medida del área como 
el límite de una suma de Riemann v luego como integral definida, para: 


a> y 4 - Je*; el eje x; x 

- 0, x - 3 

b) y - Sx — x^; el eje x; 

íO 

ii 

H 

II 

H 

c) y = x\x - 5; el eje r T 

x = —X x - 4 

d) y = x*\x-3\ el eje a 1 

■; x = 7, x = 12 

e) y = x 2 - 4a + 5; el eje 

x; j - -2 f x = 2 

, 3 | a} m 

fl y = x V x + 4; el eje 

x\ d eje v; * = 9 


g) y = 3x\x 2 - 16; e! eje x; x = 4, x - 6 

h) y = W* + 1 :el eje r; el eje y; x = 8 
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1.5 APLICACIÓN DE US CINCO PRIMERAS FÓRMULAS 
DEL FORMULARIO GENERAL 
DE INTEGRALES INMEDIATAS ELEMENTALES 


Integración 

En el cálculo diferencial aprendimos a determinar la derivada / '(x) o la dife¬ 
rencial / 1 (x) dx de una Función dada f{ jc); en el cálculo integral se realiza 1 = 
operación inversa, es decir, se encuentra una función/(x) cuya derivada o di 
feroncial es conocida, 

EJEMPLO 


Sea f{x) = x~+9 

- 2x } Derivada 
dx 

dy - 2.r dx } Diferencial 


Integración 


| J 2x dx = x 2 


+ C 


La integración y la diferenciaciór 
son operaciones inversas. 


De la expresión j 2x dx = x ¿ + C p no sabemos cuál es el valor de C (constan* 
de integración); es un valor indefinido, por lo cual denominamos a esta operació: 
integral indefinida.. 

En la notación para la integral indefinida, identificamos: 


Símbolo de la ^ _ j* i— Integrando 

integración J f {x) , tdx ) i —- Diferencia! de la integral 


EJEMPLO 

De la expresión j 2x dx, tenemos que: | es el símbolo de la integral, 2a- es e 
integrando y dx es el diferencial de la integral cuya variable es jc. 
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LA INTEGRAL 


Comprobación de la integración indefinida 

Para verificar si el cálculo de la integral indefinida es correcto* se baila la 
diferencial del resultado y éste debe ser el integrando 


EJEMPLO 


Resultado 


Sea la expresión j|3n/rfv, = ct> J *C, donde se hace notar que lo diferencial de 

Integrando 


ay' + C es Hay 2 dy. 

El cálculo de la integral indefinida es correcto 


Posos pam integrar una función 

1. De la expresión por integrar se toma la variable y se obtiene su di¬ 
ferencial. 

2. Si la diferencial resultante completa el diferencial de la integral, se 
aplica directamente la fórmula correspondiente. 

3. Si la diferencial resultante completa el diferencial de la integral y nos 
sobran constantes, éstas pasan en forma recíproca multiplicando al 
resultado de la integral. 

Fórmulas para integrales inmediatas elementales 

Recuerda que las fórmulas para integrales inmediatas elementales se obtienen 
directamente de las fórmulas generales de diferenciación.) 


m 

J dv - v t C 


0 

J a de 1 — a J dv — av + C 


0 

J (dt 1 + du — cía 1 ) = Jde * 

| du - J dw ■ 

3 

f v*du= V ” +C 

J fi+l 

(n t -1) 

0 

f — -- ln o * C = ln o + ln C - In Cu 
J V 


(C = In C) 
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LXIMDl __ 


EJEMPLOS 

1* Calcularla JV'cfo., 

Solución 

Con base en los pasas para integrar una fundón, identificamos en Laexprt? 
dada a ta variable y - x y al exponento n = 3: 


v - x n - 3 

dv s dx 

Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferencial d*- 
integral dx, razón por la cual aplicamos directamente la fórmula ¿t], resultar 




2r Calcular la J 5my 2 dy , 
Solución 


En la expresión dada, identificamos que 5 m es una constante que se encuentra 
mo factor en el integrando 5m/; aplicando directamente la fórmula [j[|, tenomo. 



Bm 


y 2 dy 


Ahora, en la expresión resultante se tiene que la variable es v 
nente n - 2, os decir: 


= y y el exr 


v - y a = 2 

dv - dy 

Se observa que el diferencial de la variable dv = dy completa el diferencial 
la integral dy, razón por la cual aplicamos directamente la fórmula fi" 1 r 
sultando: 1 — i+ 


D ifv 

3 . Calcular la J ^ 3 í di. 

Solución 

Muchas integrales indefinidas no se pueden calcular directamente aplicanc 
las fórmulas inmediatas elementales; sin embargo, esto es posible median! 
artificios, es decir, con el empleo de propiedades y leyes matemáticas qu 
facilitan la resolución de un problema. 


= Ófll 


f y Ui ' 


+ C = —m\' A + C 
3 
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u integral 


En este caso propuesto, tenernos que ninguna de las cinco fórmulas que hasta 
el momento conocemos se puede aplicar directamente. Sin embargo, si pasamos 
el integrando ,¡3 t de la forma radical a la forma exponencial* tenemos: 

j/Ü dt =J (3 í) l " 4 fifí 

Ahora, en la expresión resultante se tiene que la variable es u == 3í y el 
exponente es n- 1/2, es decir: 

v = 3í n = 1/2 

dtí = 3dt 

Se observa que el diferencial de la variable dv - 3 dt completa d diferencial de 
la integral dt, razón por la cual estamos en condiciones de aplicar directamente 
la fórmula |Tj Poro, con base en el paso tres para integrar una función, se hace 
notar que en el diferencial de la variable 3tií nos sobra la constante 3, la cual pasa 
en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral: 



1 

'(3 í)”* 1 " 

+ c = - 

"00”"" 

3 

1/2 + 1 

3 

3/2 


,./( 3í )” 1 * , df-|^) í *c = ^^ + c= 3 


+ c 


dx 

T/3 


4. Calcular la J 
Solución 

En el ejemplo propuesto, se hace notar que ninguna de las cinco fórmulas que 
hasta el momento conocemos se puede aplicar directamente. Sin embargo, si el 
término del denominador lo pasamos al numerador, y con base en las leyes de los 
exponentos tenemos: 

1*4 


.-■2Í3 


dx 


Ahora en la expresión resultante se tiene que la variable es u ~x y el exponente 
es n = - 2/3, es decir; v = x n- -2/3 

dv = dx 


Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa d diferencial de 
Ja integral dx t razón por la cual aplicamos directamente la fórmula|T¡, re¬ 
sultando: 



M dv 


X 


-2^1 


-2/3+1 


+ c = 


— + c = 3^jr +C 
1/3 
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Dí IDAD 1 


5 Calcularla 




2 + —¡= + 5 | dx < 


Solución 

Para resolver la integral de una suma algebraica (polinomios) de expresione.- 
diferenciables, se aplica directamente la fórmula [3], resultando: 


/ 

\ 



_ 

lT -l. 

dll 

\ 

3x a, ‘, + —r 3- 
T Tj. - 

4w J 

d: t- 

Í JC^ÍÍJT - 

fíx‘ dx-t í-=dx+ f 


í 


Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individua. 
(Ti En esta integral* identificamos la variable u - x y al exponente n — 4, tr 
decir: 


v — x 


n = 4 


dv - dx 

Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferencial c 
la integral dx, ratón por la cual aplicamos directamente la fórmula |_4_|, re 
soltando: 

r*" 1 X 5 

r + C = ~ + C 

V V 4 + 1 5 


(2) En esta integral, identificamos que 3 es una constante que se encuerar 
como factor en el integrando aplicando directamente la fórmula^ 

tenemos: 

~í &.x v \.dx*-a¡x™dx 

^ 4 U tíó 

Ahora, en la expresión resuliante, se tiene que la variable es v = x y - 
exponente n — 3/2, es decir:; 

y = x n = 3í ( 2 

dv = dx 

Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferenciad: 
la integral dx 7 razón por la cual aplicamos directamente la fórmula J_ 
resultando: 


- 3 Í 


\ 


¡P2 


dx = -3- - 

13/2 + 1 


+ C = -3 




U/ 2 ; 


+ c = - 


6* 5 


+ C 


(D En esta integral, se hace notar que ninguna délas cinco fórmulas que har 
el momento conocemos se puede aplicar directamente. Sin embargo^ pa~ 
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LA INTEGRAL 


mos el denominador de la forma radical a la forma exponencial, finalmente 
lo pasamos al numerador y, con base en las leyes de los exponen tes, tenemos: 

¡dx 

Enseguida, en la expresión resultante identificamos que 7 es una constante 
:ue se encuentra como factor en el integrando 7x ^; aplicando directamente la 
formula Í2~|, tenemos: 

U L* dll 


En esta última integral, se tiene que la variable es v - x y el exponente 
n = - 1/2, es decir: 

ir¿3: ji = — 1 * ¿ 

dv - dx 


Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferencial de 
la integral dx, razón por la cual aplicamos directamente la fórmula ¡_4j. re¬ 
sultando: 


v Ai 



14 \ x t C 


2) En esta integral identificamos que 5 es una constante y que es el integran¬ 
do de la expresión T por lo que aplicando directamente la fórmula _2_ te¬ 


nemos; 


f 5 = 5 f dx 

En la integral resultante, aplicamos directamente la fórmula ¡Tj, resultando: 

5 f i dx. = 5.r + C 

J dv 

Al escribir en forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 



-i- + 5 ' dx = - — —— + 14 4x + 5x + C 

7* ) 5 s 


Se hace notar que onda resultado tiene una constante, por lo que en el 
resultado final se escribe una sola constante, pues la suma de varias 
constantes es igual a otra constante. 


6, Calcular la ¡ 7* (.r - 3) dx, 

5 ‘ución 

En este caso se observa que tenemos el producto de dos funciones u - % x y 
. = j - 3), que conforman el integrando. 
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LTvtDAD I 


Debemos intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de completar el 
hrereccial de la integral, es decir: 

Si se diferencia u - v'x, resulta: du = • Se hace notar que si escogemos 

2\x 

a = x y rt - 1/2, al diferenciar, resulta du - dx. Poro el diferencial de la integral 
por completar debe ser du = (x - 3 ) dx t por lo cual se observa que no se completa 
dicho diferencial. 


Si se diferencia v - (x - 3), resulta: de - dx. Pero el diferencial de la integral por 
completar debe ser di? — -m ! x dx , por lo cual so observa que no se completa dicho 
diferencial. 

La integración de ciertas expresiones se puede transformar a integrales inme¬ 
diatas mediante la ejecución de la operación indicada (multiplicación, división, 
etc.). La integral propuesta se reduce a: 

J" \ x (x - 3)dx = | |V l " - 3x L ’ 1 Jdx 
Al aplicar directamente la fórmula [s] T tenemos: 


ííx a '*-,3x ] '’U = íx* n dx- Í3x lf 'dx 

^ * / (D @ 

Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual. 
(T) En esta integral, identificamos la variable ü = x y el exponento n - 3/2, es 
decir: 

v = x n = 3/2 

dv = dx 


Se observa que el diferencial de la variable dv - dx completa el diferencial de 
la integral dx, razón por la cual aplicamos directamente la fórmula 0. re¬ 
sultando: 


@ En esta integral identificamos que 3 es una constante que se encuentra 
como factor en el integrando 3x 12 ; aplicando directamente la fórmula 2 
tenemos: 

-j 

IT L dv 


■ 3/2 * 

x dx = 


a/ a-i 


a 


HC 3/2+1 




5/2 


+ C = 


2x 




+ C 


En la expresión resultante se tiene que la variable es u = xy el exponente 
n - 1/2, es decir: 

v = x n- 1/2 

di? = dx 
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Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferencial de la 
integral dx, razón por la cual aplicamos directamente la fórmula ¡T] resultando: 



f i;a*i \ 

f 

\x TJT dx = -3 

X 

+ C = -3 


,1/2 + 1, 

L.3/2J 

L d7‘ 



Escribiendo en fonna unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 

• JV* («_8)dSr=^-í*“*C=a*“(|-i) + C 

_ 2 

7, Calcular la f \~x (Va - \ X \ dx. 


Solución 

Observamos que en la integral propuesta se presenta el producto de dos fundo 
nes, ü =■ y* y v - (\ ! ú - V* )\ que conforman el integrando. Con base en el ejem¬ 
plo anterior, debemos intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de 
completar el diferencial de la integral: 



r~ 


r ry 

Si 

H 

v>. 

H 

i 

11 



dx 


f nr\ 


du - — r- 

du - 

hd* 

: lambí en: 




Si 

u = x ti ~ 1/2 

y SÍ V = 

\a — \ je n - 2 


du = dx 

dv = 

dx 




2 Vx 


Como en ninguno de los casos se satisface el hecho de completar el diferencial 
de la integral, ejecutamos la operación indicada, es decir, desarrollamos el bino¬ 
mio al cuadrado y multiplicamos, resultando; 

|Ví(vü-v*) i i r = jv* (u—2V01 + *)d* = +x 3,1 )dx 

Al aplicar directamente la fórmula |_3J, tenemos: 


J 


ax Vi , - ,2Ve x * ,x *'*, 

du dfc die 




rfr = f ax li2 dx - J 2\'a x dx + J x 3, ¿ dx 

® ® © 


Q Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual. 
En esta integral, identificamos que a es una constante que se encuentra como 


factor en el integrando ax xr£ : al aplicar directamente la fórmula _2_ 


tenemos: 
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UNIDAD 1 


| O x J ¿ dx - a fjr 1;i d.r 


En la expresión resultante se tiene que la variable es v = x y el exponente 
n - 1/2: 

v = x n- II2 

dv - dx 

Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferencial de la 
integra] dx t razón por la cual aplicamos directamente la fórmula 4 , resultando; 


a l 


. 3 ; 2 


dx = a 

i.— J 

dv 


f x 1 ' 8 * 1 \ 

1/2 + lj 


C = a 


3/2 


+ c = 2 -- x -+c 


(2) En esta integral, identificamos que 2%’a es una constante que se encuentra 
como factor en el integrando 2 víx x; al aplicar directamente la formo la [ 2 ] t 
tenemos: 

-J 1 2 y a dx = J r dx 

n t év 

En la expresión resultante se tiene que la variable es v=xy el exponento n - 1: 
es decir: v - r n =i 

dv - dx 

Se debe recordar que con base on las leyes o propiedades de los exponentos, se 
establece que cuando una literal no tiene exponento, es porque este es la unidad. 

Se observa que el diferencial de la variable dv - dx completa el diferencial de la 
integral dx, razón por la cual aplicamos directamente la fórmula 4 , resultando: 


, A 


-2y a j x 1 dx = -2 ->¿ü 


/ 1+1 \ 


1+ i 


j2 


+ C - -2Vu — 

i ¿ 


+C =-\e x+C 


( 3 ) En esta integral, identificamos la variable v = ty el exponente n = 3/2, es 
decir: t> = x n = 3/2 

dv = dx 

Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferencial de la 
integral dx, razón por la cual aplicamos directamente la fórmula _4_ + resultando: 


J Q t 




+ e = 


+ c = 


2x J 


3 / 2+1 5/2 5 

Al escribir en forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 


í f~/ r~ 2ax v¿ 

\ J v x a - V x J dx - —— - v 


2* 


.Vi 


a x r 


+ C 
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8. Calcular la J t\at' -b dt . 

Solución 

Se observa que en la i ntegral propuesta se presenta el producto de dos funcio¬ 
nes u-t y v- 4at 2 - 6, que conforman el integrando. Con base en los ejemplos 
anteriores, debemos intentar diferenciar cualquiera de ellas para tratar de com¬ 
pletar el diferencial de la integral, es decir: 


Si u-t y 

du = dt 


o también: 

sí u-t y si 

du - dt 

Se hace notar que cuando v = at l - b y n - V2. el diferencial de la variable 
- 2 al dt completa el diferencial de la integral t dt, razón por la cual estamos 
en condiciones de aplicar directamente la fórmula 0. Pero también ¡se debe ob¬ 
servar aue en el diferencial de la variable 2 oí dt nos sobra la constante 2a, la cual 

pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral: 


if - - b 

2at dt 

dv * -1 ~ 

\at' - b 

v - af s — b tt = 1/2 

dv = 2 at dt 


J" 1^1 OÍ 2 ~-b dt = jj^ (¿i r ^ — í>) tdt - “■ 

f t^at 1 —b dt — — 

J 9* 


K- 6 ) 


172-1 


1/2 + 1 


+ C 


l 

v-*ri 


2a 

3/2 

3a 


9. Calcularla [ 
Solución 


x + 4x - 3 


dx. 


En este caso podemos observar que se tiene la división de dos funciones 
u =j a + 4x-3 y v =x, que conforman el integrando. Debemos intentar diferenciar 
cualquiera de ellas para tratar de completar el diferencial de la integral, es decir: 


Si u = jc a + 4x - 3 y 

du = ¡3*^ + 4 )dx 


si v = x 

dv = dx 
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tXEDAO I 


dcSte^lT" 0 ^ 103 í aE0S Se Sati3face eI hecho de completar el diferencial 
integral, ejecutamos la operación indicada, es decir 

x* + 4 

x /x 3 + 4i - 3 




4x ^3 
~4x 

-3 


/. x s +■ 4- 


Ahora, la integral se presenta de la siguiente forma; 

f x s *4x^3 T f r , í 

J 7 —*-/(* 

Al aplicar directamente la fórmula[3], tenemos: 


f 


* ! + 4 - í 

■ -i L_ , ■ X. 


~ / jÍ di + J 4 ¡ÍJC - J 
® ® X ® 




F^_ + ix~3 , r ! / 4^ ,q 

T—«£* = /—cfx+J—d*-f^íí* 

X ^ r J V 


J~—-dx = JV<¿e + J+dx-f-^i* 

~ ® ® *® 
indiS mtegTem0S C3da Una d0 ,as integrales resultantes en forma 

® dedr: ta inteBml ’ ÍdentificamoE la variable » = * y e I exponente „ = 2 , es 


V - X 
dv - dx 


n = 2 


r -J ** 41 a 

J-X J&, = —*— + C = —+ c 

J k jü 2 + 1 3 

® I n , eSta ¡nt T al identificym 03 que 4 es una constante y que es el internando 
de la expresión, por lo que, aplicando doctamente la fórmula | S 

f l! = 4 í dx 

a rfp J 
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U ÍNTEGRA! 


Si aplicamos directamente la fórmula T] , resulta; 

4 I dx = 4 í + C 

J ii'i. 

(3)En esta integral, identificamos que 3 es una constante que se encuentra co¬ 
mo dividendo en el integrando ^; al aplicar esto directamente en la fórmu¬ 


la 2 tenemos; 


r3 . dx 

-J- í ir = -3j T - 

4l' 


En la expresión resultante, identificamos que la variable v =x se encuentra en 
el denominador y como; 

v = x 
dv - dx 

Se observa que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferencial de la 
integral dx t razón por la cual aplicamos directamente la fórmula [~5~L resultando; 

'dx 

-3j — --3ln*+C 

u 

Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que; 
r .t 3 + 4:v - 3 

i—- dx = — + 4jk - 3ln x 4 C 

J x 3 

10. Calcularla f + , 

J 2s + 3 

Solución 

Se obseda que en la integral propuesta se presenta la división de dos funcio¬ 
nes, ú - $ + 4 y v = 2s + 3, que conforman el integrando. Debemos intentar dife¬ 
renciar cualquiera de ellas para tratar de completar el diferencial de la integral, 
es decir: 

Si u ■=■ s + 4 y si a =* 2s +■ 3 

du - ds dv - 2ds 

Como en ninguno de los casos se satisface el hecho de completar el diferencial 
de la integral, ejecutamos la operación indicada, es decir: 
m 

1 5/2 

2 2 *+ 3 


2s + 3 / s + 4 
2 

5/2 


SI 












L'NEDAD I 


Ahora, la integral se presenta de la siguiente forma: 

■ (s + 4) ds 1 
J 9 


í 


2 $ 4 3 


5/2 

H- 

2 2s + 3 


Ai aplicar directamente la fórmula [3]* tenemos: 


J 


{ ^ 
- 5f2 

2 , 2$ +■ 3 

1 *— ^ . 

' íí«l Ju 


ds 


=li* + í 

® © 


2 s + 3 


Ahora integramos cada una de las integrales resultantes en forma individual 
(V) En esta integral, identificamos que 1/2 es una constante y que es el inte¬ 
grando de la expresión,, por lo que, al aplicar directamente la fórmula |~2~ 
tenemos: 




ds 


Aplicando directamente la fórmula [T], resulta: - I ds = - + C 

2 2 

(2) En esta integra! identificamos que 5/2 es una constante que se encuentr 


como dividendo en d integrando 


t tenemos: 


5/2_ 

2 s+ 3 


í 


5/2 


2s -+3. , 2 * 2s 4 3 


; aplicando directamente la formúl¬ 


ete 


.*■ 


En la expresión resultante, identificamos que Invariable v = 2s + 3 seencuer 
tra en el denominador, y como: v = 2s + 3 

dv = 2ds 

se hace notar que el diferencial de la variable dv- 2ds completa el diferencial c 
la integral ds , razón por la cual estamos en condiciones de aplicar directamente i: 
fórmula [5 . Pero también se debe observar que en el diferencial de la variable 2c 
nos sobra Ia coestante 2,1a cual pasa en forma recíproca mtiltiplicando al resultac 
de la integral, es decir: 


9 J í 


dp 

ds 


2s 4 3, 


[l n (2 s ,3)l + C. 51n < 2j + 3 h c 


Si escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, tenemos qu 

(fl + 4 )ds $ 5 ln(2s 4 3) 


J 2*4 


2 ' 


+ C 


S2 
























LA INTEGRAL 


11. Calcularla ffeíÜíl* 

Solución 

Se obseda que en la integral propuesta se presenta la división de dos tunao 
nes u - (a + In r) y v = x que conforman el integrando. Debemos intentar dife¬ 
renciar cualquiera de ellas para tratar de completare! diferencial de la integral: 


Si 


u. ~[a + ln x) 

<ix 


£1 


du - 


v = x 

du - (Ir 


Notemos que cuando u = (o + ln *) y considerando como exponento » = 1, « 

diferencial de la variable du = — completad diferencial de la integral — .razón 

X 


por la cual estamos en condiciones de aplicar directamente la fórmula[4J: 

rloiM* = f (o + + C 

/ ^ ^ ^ i ■ IL "F“ 1l 

¡rir- 


12. Calcular la J sen^ ax eos ax dx 
Solución 

En este caso se observa que tenemos el producto de dos funciones, u - sen a x 
y V - eos ax, que conforman el integrando. Debemos intentar diferencial cual¬ 
quiera de ellas para tratar de completar el diferencial de la integral: 


Si u = son Vt = (sen axf 

du - 2« sen íi.v dx 

También: 

Si íí - sen ax n ~ 2 

du = a eos tu dx 


si y — ¿03íí4f 

rfi! - -a sen cur (Ir 


Se hace notar que cuando u = sen cu y n = 2, el diferencial de la variable 
du=a eos ax dx completad diferencial de la integral coscuídx, razón por la cual 
estamos en condiciones de aplicar directamente la fórmula LiJ- Per0 también, se 
debe observar que en el diferencial de la variable a eos ax dx nos sobra la cons¬ 
tante a, la cual pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral: 


-* 1 
f .j , 1 

", *1*1 1 

sen ítr} 

liten ax eos axdx = — 

J t cf L' ÍÍ 

2 + 1 


+ c = »en_ux +c 
3 o 
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UNIDAD I 


13 Calcular la j -j— 
> htaón 


sec x 


tg* 


dx. 


Por las propiedades o leyes de los exponen tes > la integral propuesta se pue: 
escribir de la siguiente forma: 


<( 


sec x 

1 + tg X ; 




j r (sec x)‘ dx _ c sec* 1 x dx 

r " J (l + tg*)* “JfUlgif 


Se hace notar que, directamente, ninguna de las cinco fórmulas que hasta 
momento conocemos, se pueden aplicar, Sin embargo, si el término del denon: 
nadar lo pasamos al numerador y con base a las leyes de los exponentes, teñe me 


J 


sec* 1 x dx 

(l + ts*) a 


= I (1+ tg i)"sec - x dx 


En la expresión resultante, se tiene que la variable es v = 1 + tgx y el exponen: 
es n = —2, es decir: 


Si 0-J + tg.r n - —2 

dv = sec J je dx 

Se observa que el diferencial de la variable di - sec ¿ xdx completa el diferc' 
cial de la integral sec 2 x dx, razón por la cual aplicamos directamente la fórm. 
laU_, resultando: 


, f ( t + tg * f sec 2 * dx = (lftgJfr ’ ,C. 
J ü--íi Í.— -J -2 + 1 

1? tíl’ 


1-tgx 


+ c 


14. Calcular la f t, rf0 
J a+be* 

Solución 


Se observa que en la integral propuesta se presen tala divisi onde dos funci 
nos u = e y v- a + be* que conforman el integrando. Debemos intentar di Tere: 
ciar cualquiera de ellas para tratar do completar el diferencial de la integral 


Si 


u = e 


si 


du - e 1 dtí 


v = a + be 
dv - hf> ' d 0 


Se hace notar que el diferencial de la variable dv = hd'dQ completa el difere: 
cial de la integra! c'WG, razón por la cual estamos en condiciones de aplica 


directamente la fórmula |_ñj. Pero también se debe observar que en el difcrcnci. 

















U INTEGRAL 


de la variable be*dd nos sobra la constante 6, la cual pasa en forma recíproca mul¬ 
tiplicando al resultado de la integral, es decir: 

4^ a l|i n , a *V)] + c = ^f^*c 

J« 4 -Jw íl h i ' /J b 


EJERCICIOS V 


I, Com proba r 1 as sigo í ente s integi a I es i n deíi nid as, api icanda l as tinco primeras iérm il¬ 
las del formulario general de integrales inmediatas elementales. 


1 í x b dx = — + C 
J 6 

<2 f = - 2 -v í^O + c 

J V 1-0 

3. — = -'7 + C 

J v r 

4- í 


IU 


| a 'x ’dx _ 2a 1 \x* + a + ^ 


V.i a +■ o 


n J 


6 x 1 - 3 fyx 

X 

2 3 


i- i 


x x 

r , 3v'í 3 -1 

■' • ~ cíí — * 

Vt 5 - 1 3 

rfl =2 I- + C 
a* t» 


dLí = 2^-9l'x +c 
Í 3 3 


+ C 


12. í[7 - 7j* = 7 + * + c 

r r -, 2 ( 1 + 3 yf* „ 

. | \ 1 + 3 J dy = ' □ + C 


13 


J 


4 s ds 


14 ' (l-2 S z )* l- 2sS 


+ c 


6. fiVox’ + Ípd*»^^—+ C 15- ¡mx i dx=^-*C 
J 3o 


7 í 


n dx 5 


+ C 


r x*dx \16 + j: t n 

16 . J ^ --+ C 


, 7 z 1 4z 3 d f ai , 

8 Jz (l +2a) dz = — + —- + *’+C 17, [ ^ “ ln 


Vl6 + í* 
dx 


+ C 


9 , JV 2 tc« = ~^- + C 


18. 


í 


dt 


(a+btf 2b(a+bty 


+ C 


35 

































vsmzD i 


19. / 


x'dx i 


ab óab 


+ e 


20 .jí^¿,2^-5, + C 


3 m 

\x -ox 


21. f^¿ = 4avi+C 
J V* 


22 2V77^, f 


Vx a + 6* 


23. —+C 

J 9 


OJ f n „ . sen J 2jc 

24. j sen 2x eos 2x dx - -— + C 


sen 2x dx 


( sen 

2 &. 

J VI- 


V i- cas 2x 


= V1 - eos 2x + C 


26. j-£2£l^l = i lll(í! + 4tgjrJ+c 


2 + 4 tg x 4 


27. 


esc i 


l+ctgjcj l+Ctg* 
ese ¿r ctg x dx 




«J5 


jttV dx 


_ ln(£%sj 


e' +5 2 


+c 


+c 


34. I — 7 ¿x = 2 Iníaf 1 tí>)~i + C 

J ae +6 ■ * 

p (2 + 3x i )djr , . 

35 y 

36. f^ÍL j n ( 1+?3 ) +C 
J 1+j 2 2 

37 | i x * W* ln(x" +6i) 


jV + 6j 


38. f-^-=lnfe’-2] + C 
J e‘-2 v ' 


+ C 


39 . f«S£*_ MUiaBJ! ) + c 

J 1 + senx 


f [.ir _1 + 2)dx ln (.v fl + 2a*) 

40. [i- -L — = —i-- Uc 

1 X a + 2ax a 


28 ln{l-csci) + C 41. f(3* + 4)*dS, = 2^ *C 

* l - CSC x J f 12 


29. | 


sen x dx 
1 + verso x 


- ln (l -f- verso x) + C 


30. JÍ~^= 3x-5ln(r+l) + C 


31 . f-£^=l2Í2L±*£Í +c 

' fl + 6i b 


4 0 f 2 . eos- m* 

42. sen nur eos mx dx - ---■+ C 

} 3m 


43. | j|3 —i ! ) a di = —■—^- + C 


44. f tg — seeV — dx = ^ a + C 
* a a 2 
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LA INTEGRAL 


45. 

} Ax - 1 4 

J (x+1t3)dx = 1 | glT| ( 3jy+1 )] 4C 
J 3x +1 3 1 J 


47, j (ni ! - bx + c) dx = +■ ex + C 

¿g f x' J - 6 jc + —¡s^ dx = -— + 10-vx 4 C 

’ l. v*J 4 

g,5/í J,SíS 

49. j Ví (Sí + 2)di = —+■—— + C 
>) -3 


x i 

r x + 5 x - 4 , i „ , , „ 

50. -- -dx - — 4 5x - 4 ln x 4 C 

* x 2 

11. Hall ar el v al or de cada un a de las simientes intégrale s y co m probar los resultad os por 
diferenciación. 


l. |(i‘' s -3* s ' ! +7V»-5)dí 

* (V 4 a eos ax} dx 

2 í^r: - L ~ 


V**+ 


sen ax 


3. JVJf (3ar - 2) dx 


4. 


5. 


r -are s 


sen x 


dx 


¡i 


4x 2 dx 


V*’ 4 É$ 


/ s \ 

i. /*--£ 

I a X 


dx 


^ (x 4 3) dx 
- 1 * * 4 6x 

8 , J sen 4 3* eos 3s dx 


>• ! 


esc" ax dx 
a—b ctg ax 


10 . U 


2 dx 


4 3x 


11 . Jln (l - vx)dx 


C sei 

12 ¡Ti 


sen 2xdx 


sen x 
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UNIDAD l 


13 . Jlne 3 'd¡x 


25. J- 


dx 


(In x) 


r are aen x , 

14. J- T-dx 

J \ 1- x~ 


26. f 


seo .i tg i dx 


a ■+ soc x 


15. 


r a íf.v 
ifi. -—j 

' 9 + A 


e" Zx £Íx 


- 2 * 


„„ r e ( 

27 ‘ 

J 5"f 

28 . J 


di 


¡ti (a — i) 


17. Jfr 1 ” -2i" J + 5v'i - 3)di 29. í-Jx¡l-'Jx'j dx 


18. J Vi (4-**'*)* <fa 


19 . J 


ln mí dx 


30. 


í 


dr 


ln (* - 2 ) 


I* I éí 3 - COSA I di" 

31. í I— ' 


e — sen x 


20. |* sen eir 1 + 2 eos ax dx 


r A dx 

32. I -- 

J 3-j 


dx 


21 . 


x ln OJf 


33. jtg *(ln eos jc)dr 


22 . J ctg x (ln sen r) dx 


34 . 


e” dx 

~Je** - 9 


23. 


IiT x dx 


35. 


are tg 2x dx 
1 + 4 a 2 


r are eos x , 

J p^¡r dK 


36 


I 


are ctg 3.v dx 
l+9* a 
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1.6 APLICACIÓN DE US FÓRMULAS 6 Y 7 DEL FORMULARIO 
GENERAL DE INTEGRALES INMEDIATAS ELEMENTALES* 


Fórmulas para integrar funciones exponenciales: 


Q I ct' c/f = —— + C 

} Una 


[7] +C 


EJEMPLOS 


1. Calcular la |a n y dy. 


Solución 

Con base en los pasos para integrar una función, identificamos en la expresión 
dada la variable v - my que se encuentra como exponente en el integrando a my . 


Si 


V = nijr' 

dv ~ m dy 


Se observa que el diferencial de la variable dv = mdy completa el diferencial 
de la integral dy, razón por la cual estamos en condiciones de aplicar di rectamen¬ 
te la fórmula 6 . Pero, con base en el paso tres para integrar una función, se hace 


notar que en el diferencial de la variable m dy nos sobra la constante m, la cual 
pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de 3a integral, es decir: 




m Iníi j*i Ina 


*C 


ee^dt 

2. Calcular la J —— 


* Las fórmulas para integrales inmediatas elementales se obtie¬ 
nen directamente de las fórmulas generales de diferenciación. 
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UNÜQAD 1 


Solución 

La integral propuesta se asemeja a la fórmula ¡T] r donde identificamos qu-: 
la variable es: 

v = V¡ 

di 


du - 


Se obseda que el diferencial de la variable du — 
dt 


—r" completa el diferencia 
2Ví 


de la integral razón por la cual estamos en condiciones de aplicar directa 
mente la fórmula [jz]. Pero notemos que en el diferencial de la variable n< 

j 

sobra la constante —, la cual pasa en forma recíproca multiplicando ai resultad 
de la integral, es decir; 


re *dt r 


di 

di' 


3. Calcular la Jg : é " t cosjt í£r. 


Solución 

La integral propuesta se asemeja a la fórmula 6_j. donde identificamos que . 
variable es; 

v - sen x 
de s tos x dx 

Se hace notar que el diferencial de la variable dv - eos .r dx completa 
diferencial de la integral coa jtrdjf, razón por la cual aplicamos directamente 
fórmula 6 + resultando: 




k 


5 ,tD * 

IJ5,, icosji'djri - — — -i- C 
jr 1 n 5 




4, Calcular la JsvV dx:. 
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LA INTEGRAL 


Solución 


En esta integral identificamos que 3 es una constante que se encuentra como 
factor en el integrando J3 ye 1 dx; aplicando directamente la fórmula [2 


leñemos: 


f i 3 i t 'Jé* i1 dx, = 3Í‘je*dx 

* 4| V fu * 

Ahora, en la expresión resultante, el nuevo integrando V? lo pasamos de la 
r iTina radical a la forma exponencial^ y tenemos: 

3j' V7 dx = 3j(e*} 1/Sí dj - aj e* i2 dx 

La integral resultante se parece a la fórmula [j]. donde identificamos que la 
variable es: 


x 

v = — 

2 

. dx 
av = — 

2 


r 


dx 


Se hace notar que el diferencia] de ía variable dv ~ — completa el diferencial 
de la integral dx, razón por la cual estamos en condiciones de aplicar directamen¬ 
te la fórmula [T], Pero observemos que en el diferencial de la variable — nos 

1 ^ 
sobra la constante la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado 

2 

de la integral, es decir: 


f 3 \V dx = 3 fe., 2 dx^ 2(3) 
J * * & 


í ii 

e* +C ~ 4 C 

^ j 


5, Calcular la J(e* + e *) dx. 

Solución 

En el ejemplo propuesto se hace notar que ninguna de las fórmulas que hasta 
el momento conocemos se puede aplicar directamente. Sin embargo, mediante 
la ejecución de la operación indicada (desarrollo del binomio al cuadrado), 
tenemos: 


[(c' + e" í ) a dx= [(e* 1 + 2eV Jr + e-**)di -((*** + 2e c + ***») dx = J(e fa + 2 + e 
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Aplicamos directamente la formula 3 y tenemos: 

f * 2 V~ 1 dx = j c 1x íüjt + J 2 dx + J e 2í dx 

* ® ® CD 

Ahora integremos cada una de . integrales resultantes en forma individua. 
, l En esta integral identifican - . :*s que la variable es: 


i = 2.x 
di = 2 dx 


Se observa que el diferencial de la variable dü = 2dx completa el diferencie, 
déla integral dx, raz :<n : r la c nal estamos en condiciones de aplicar d ¡ recta me r 

te la fórmula J_. Per = r. ::en. :que enel diferencial ele la variable 2 dx nos sobr 
Ja constante 2, Ja cual pasa er. forma recíproca multiplicando ai resultado de ¡ 
integral, es decir: 



+ C 


@ En esta integral identificamos que 2 es una constante y que es el integrar, 
do de la expresión, por lo que aplicamos directamente la fórmula [2~~| T y tenemo? 


Aplicando directamente la fórmula PT], resulta: 2J dx ¡ - 2x +C 

dv 

(J) En esta integral identificamos que la variable os: 

v - 

dv = -2 dx 

Obsedemos que el diferencial de la variable dv =- 2dx completa el diferencia 
de fa integral dx, razón por la cual podemos aplicar directamente la fórme] 
~~7~| . Poro notemos que en el diferencial de la variable -2 dx nos sobra la constan:- 
-2. la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral 



Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral tenemos que 

Í(p‘ +e-*f (tr= r — -2*-—t-i-C = -' e 1 *---- + Zr + C 
J v 2 2e~* 2 V e 







LA INTEGRAL 


6. Calcular Ja 



dx . 


Solución 

En el ejemplo propuesto se hace notar que ninguna dulas fórmulas que hasta 
el momento conocemos se puede aplicar directamente. Sin embargo, mediante la 
ejecución de la operación indicada -división- tenemos: 




dx 


Aplicamos directamente la fórmula [ 3 ], y tenemos: 


/(: 


^' 1 ] djí = /¿- ,iI -/ cííí 
© © 

.Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual. 

® En esta Negral, notemos que ninguna de las fórmulas que hasta el mo¬ 
mento conocemos puede aplicarse directamente. Sin embargo, si pasamos 

el denominador al numerador, y con base en las leves de los exponentos 
tenemos: 1 




En la expresión resultante, identificamos que la variable es: v = —2x 

dv = -2dx 

Se observa que el diferencial de la variable dv = -2dx completa el diferencial 
dé la intcgraldr, razón por la cual estamos en condiciones de aplicar directamen¬ 
te ía formula ¡_6J. Pero notemos que en el diferencial déla variable -2c£r nos sobra 

la constante -2, Ja cual pasa en forma reciproca multiplicando al resultado de la 
integral, es decir: 


3 0 Ju 2, In 4 


+ C*- 




2(4**ln4) 

(2) Resolviendo directamente por la fórmula [Tj, resulta: -fd* = -jr + C 
Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos que: 


í( 


1-4 


2x 


,ü’í 


d.V = - 


2 ( 4 ** ln4) 


- x + C = - 


!{4 Z * ln 4j 


+ x 


+ C 
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UNIDAD I 


7 Calcularla faVrie. 


Sol ación 

La integral propuesta presenta el producto de dos funciones o* y e 0 , que 
conforman el integrando. AJ diferenciar cualquiera de ellas notamos que ninguna 
completa el diferencial de la integral. 

Dado que no tenemos fórmula directa por aplicar, haremos uso de artificios 
matemáticos que facilitan la solución de Sa integral. 

La integral propuesta, por medio de la? leyes o propiedades de los exponentes, 
se transforma en: 


J a T e T dQ = f i ae \ dG 

, donde identificamos que 

la variable es: 


La expresión resultante es similar a la fórmula 


u m Q 
di = dft 


Notemos que el diferencial de la variable dv -d B completa el diferencial de la 
integral dG, razón por la cual aplicamos directamente la fórmula fd], resultando: 



- - 

a e 


ln ae 


+ C 


Por tas leyes o propiedades de los logaritmos, el resultado de la integral 
propuesta se transforma en: 


.9 

a e 


+ c = 


9 

G € 


-c 


ln ae Ina + lne 
Dado que ln e = 1, el resultado se expresa como: 


a e 


ln a +■ ln e 

Por 'a anterior, tenemos que: 


+ C = - + C 


ln a -i-1 


ü n ü l- 

/. í aVcJe = + c = ° g + c 

♦ ln ae ln a +1 
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LA INTEGRAL 


EJERCICIO VI 


I. Comprobarlas siguientes Integrales indefinidas, aplicando las fórmulas ["i"! y [T~|del 
formulario general de integrales inmediatas elementales. 


* K** 

L ¡5 a *dx = - + € 

J 2 ln5 

. ****** 

2 \a 2 *e 2 x dx=- — - T + C 

} 2(1n a +1) 

3. J \¡e I dx - n V? + C 

4 . J(^^K-^t¿) + C 17 

5. íxV’ífo- —+ C 

J 3 

6. f ae 7 *dx = —— + C 

J 7 

ptJé 

7 f 7' dr - -+ C 

J ln T 


14. 


15. 


16, 


—— \dx = x - — +■ C 
e z j e* 

I ^ i 

falsee 2 edO = - — +C 
ln a 

di = 2e :t + 10 Vi +C 


í 


e wt +5 


V f 


18. 


19. 


J"e“* 1 cíe 2 xdx= ^e‘* * + C 


b ln m 


4 C 


í 


a Vi dc 2a v ' 


Vx ln a 


+ C 


r *- 10 # 

0 \ s 10 ds = ——— + C 

i o ln in 


2 ln 10 


20 , 


21 . 


f8xV‘'<(r=—^- + C 
J e * 

f.ría 1 + fe) dx a ° + -— 4 C 

1 ^ f 2 ln n 2 


rdx 1 

a I + 

r ve 1 

°- J a 2fl ~ 2f/ 20 ln a 


+ C 


22 . 

23. I 


Je“ ri seqxtBX ( te = e“ Ci +C 
lü<¿* 10 


■"3* 


3{fí :u ln 5) 


+ C 


X 1 I ba T dx ~ 4 C 

J ln a 


12 


. J(.*)**-£ + c 


24 


25. 


í 


-í\ 

f X 


te m \ dx=m 

e 1 * - e m 

) 

L 

) 


+ C 


J i 

2 

r íí 

2* > 

e m — e Jl 

■ ni 

dx = — 


- e m 


2 



V / 



j 


- 2r +C 


13. ¡ 


sen x dx 1 


* tí* j- 

e e 


+ C 
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I,'VIDAS I 


II. 

H a,: ?, r e t va ! or de cada una de 1 as $ i ^u i entes i ntcgra 3 e s y comprobar 1 o* resu]: 


por diferenciación. 




(e 2l dx 


f n'dx 

1. 

11. 



J 

• Ve* -3 

2. 

j jí|e J + 2j dx 

12. 

¡V* J 2± '{2i - l)dx 

3, 

f 10"“ dx 

13. 

Jsec^c^ dx 


r 4 dx 


f a"' r ' ” jé eos 3 j' dx 

4. 

— 

14. 


Va 


J 

5, 

fj-^ 

15. 

í e r ' ** esc" ax dx 


J 2 


} 

6, 

íiV T "f£r 

16, 



J 



7, 

f ]n r 

*— 

J X 

17, 

j'irdy 


&* 


J e K **"' ) (2 ax*b)dz 

8. 

je 3 dx 

18. 


r rr 



9. 

n— <& 

19. 

|(í" -í'" 1 ) dx 


J il e 



10. 

C 

■ 

20, 
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1.7 APLICACIÓN DE US FÓRMULAS 8 A U17 
DEL FORMULARIO GENERAL DE INTEGRALES 
INMEDIATAS ELEMENTALES* 

Las siguientes son fórmulas para integrar funciones trigonométricas directas: 


fifi J sen v dv ^ -eos v + C 

mi 

| esc v ctg v dv - -esc u + C 

[V J eos v dv ~ sen v + C 

0 

J tg v dv = -In eos v + C = ln sec v + C 

[Yo] J sec 2 o dv - tg v + C 

HE 

J" ctg v dv - ln sen v + C 

JÜj j esc J ii dv - -ctg v + C 

HE 

J sec v dv - ln {sec v + tg a) + C 

[l2] J sec v tg v dv = aec v 4 C 

0 

f esc v dv = ln (esc v - ctg a) + C ^ ln tg -L + C 

* 2 

EJEMPLOS 




1. Calcular la Jseno* dx. 

Solución 

Con base en los 
dada, la variable 


Observarnos 

de la integral dx, por lo cual estamos en condiciones de aplicar directamente la 
fórmula [fl]. Pero, con base en el paso tros para integrar una función, notamos 
que en el diferencial de la variable a dx nos sobra la constante a, la cual pasa 
en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 

, 1 i \ ^ cosa* 

,ser^iari (tX\ - — (-eos ar j ■+ C = » — -+-1 

MT1 U Jlí O tJ 

* Laá fórmulas para integrales inmediatas, elementales se obtienen 
directamente de las fórmulas generales de diferenciación. 
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L'NtDAD I 


2. C alcul arla f coa — dx , 
- 1 2 


So/uciorc 

, donde identificamos qu 

la variable os: 


La integral propuesta se asemeja a la fórmula 9 


v 


x 

2 


dv - 


dx 

2 


Observamos que el diferencial de la variable dv = ~~ completa el diferenca 

de la integral dx, por lo cual podemos aplicar directamente la fórmula 9 . Per 

dx 1 

nóteme- que en el diferencial de la variable —- nos sobra la constante —, la cu,-. 

¿ ¿j, 

pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral; 


Í x x 

coa, — , dx, = 2 sen — 4 C 

caí |_2 j? 2 

V 


3 Calcularla 


r d& 

Jeos 2 & 


S<. liueiot] 


Ln el ejemplo propuesto se observa que ninguna de las fórmulas que basta 
momento c n vemos puede aplicarse directamente. Sin embargo, mediante . 
aplicación de fórmulas e identidades trigonométricas se facilita la solución c 
la integral. ^ 

Utilizando la expresión trigonométrica —- = secO, la integral propuesta ^ 

rt COS 0 

transforma en: 


^ cos z G 


|sec"Gd0 


La integral resultante se parece a la fórmula 10j t donde identificamos que i 
%'ariable es; v = G 

dv - dü 


Notemos que el diferencial de la variable du - dfi completa el diferencial de 
integral razón por la cual aplicamos directamente la fórmulajlQ'j, resultand 

J[Secj = tg 0 + C 













LA INTEGRAL 



4. Calcular la , 

J 3 - eos y 

Solución 

Observamcisque, directamente, ninguna de las fórmulas que hasta el momen¬ 
to conocemos puede aplicarse; sin embargo, se puede reducir para integrarla 
mediante el artificio que establece: Si la expresión propuesta se multiplica? se 
divide por una misma cantidad, ésta no se altera . Seleccionamos (1 + eos jO para 
multiplicar y dividir la expresión propuesta, ya que debemos dar lugar a una 
diferencia de cuadrados: 



Utilizando la fórmula trigonométrica sen- y ■ 1 - eos* y. resulta: 

/I , A J. . _ Í 1 i * A 




Ahora integremos cada uñado tas integrales resultantes en forma individual. 

(T) En esta integral notemos que ninguna de las fórmulas que hasta el mo¬ 
mento conocemos se puede aplicar directamente. Sin. embargo, mediante 
la aplicación de fórmulas e identidades trigonométricas se facilita la 
solución de la integral. 




La integral resultante se parece a la fórmula TI] , donde identificamos que la 


variable es; 


v =y 
dv = dy 


Observemos que el diferencial de la variable do = dy completa el diferencial de 
la integral dy t por lo cual aplicamos directamente la fórmula [Ü], resultando: 
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UN] [JAD 


(5) En esta integral observ amos que ninguna de las fórmulas que hasta el 
momento conocemos se puede aplicar directamente, Sin embargo, si 
pasamos el denominador al numerador, y con base en las leyes de los 
expone ntes T tenemos: 

c eos v dy r _ 5 

--— = \ sen y eos y dy 

1 sen y J 

* 

La expresión resultante, se parece a la fórmula [T| t donde identificamos a la 
variable v = sen y y al exponente n - -2, es decir: 


v = sen _y n ~ -2 
dv = eos y dy 

Observamos que el diferencial de la variable dv = eos y dy completa el 
diferencial de la integral eos ydy t por lo cual aplicamos directamente la fórmula 
4 1 , resultando: 


L scn, y eos y 


- ig." ■>-) 
- 2+1 




+c« 


- ( setl >) 

-1 


+ c = - 


sen ¥ 


Utilizando la expresión trigonométrica ■-= ese y, el resultado se transfor¬ 
ma en: sen y 

I sen ~ ¿ y eos y dy = --— + C = -esc y + C 

* sen y 

Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 




dy 

cosy 


- -ctg y - esc y \ C = -(ctg y + esc y) + C 



5. Calcular la J(‘8 x + see xfdx. 

Solución 

En el ejemplo propuesto observamos que ninguna de las fórmulas que hasta 
el momento conocemos puede aplicarse directamente. Sin embargo, mediante la 
ejecución de la operación indicada i desarrollo del binomio al cuadrado), tenemos: 

| (tgr * 4 sec xfdx = j"(tg 3 jr + 2 tg * sec x i-sec 2 x)di- 
Aplicamos directamente la fórmula y tenemos: 

| [tg 2 x 1 2 tg * sec * + nec' ¿ x) dx = J tg 2 * dx + 2j tg jesee a- dx + J see a * oíjc 

© @ @ 
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LA INTEGRAL 


Ahora integremos cada una do las integrales resultantes en forma individual, 
Y) En esta integral, observamos que ninguna de Jas fórmulas que hasta el 
momento conocemos se pueden aplicar directamente. Sin embargo, me¬ 
diante la aplicación de fórmulas e identidades trigonométricas se facilita 
la solución de la integral. 

Utilizando la expresión trigonométrica tg ¿ x = sec 3 + r -1, la integral se trans¬ 
forma en; 



| (sec 2 x - i) dx 


Al aplicar 


directamente la fórmula 



tenemos; 


J (sec'.r - Ij dx = Jaec 2 x dx - J dx 
@ ® 

Sumando (la) y (3), obtenemos: (.seT v dx + [ sec : x dx - 2j sec J x dx 

En la integral resultante, identificamos que ” 2 ] es una constante y que, de 

, tenemos que: 

x sec r d. c | 


acuerdo con la fórmula 2 


La integral resultante se parece a la formula 10 , donde identificamos que la 
variable es: 


v = x 
dv = dx 


Se observa que el diferencial de Ja variable dv ~ dx completa el diferencial de 
la integral dx, por lo cual pedemos aplicar directamente la fórmula lOj, Pero 
notemos que la constante 2, que está fuera déla integral, multiplica directamen¬ 
te al resultado, es decir: 


2 f 1 secr üig x tC 

ik j a de 

En esta integral aplicarnos la fórmula |_1_, resultando: -jí^S -~x + C 

(§} En esta integral, identificamos que|jT es una constante y que de acuerdo 
con la fórmula ^2j, tenemos que: 

ájíe X SEC Jf dx t 
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UNIDAD 1 


La integral resultante se parece a Ja formula [12], donde identificamos que la 
variable es: 

v = x 
di m dx 

Observamos que el diferencial de la variable fio - dx completa el diferencial de 
la integral dx, por lo cual estamos en condiciones de aplicar directamente la 
fórmula [12|. Pero, notemos que la constante 2 , que está fuera de la integral, 
multiplica directamente al resultado, es decir: 

2 IlÜL ,y scc x,d.% - 2 aec x + C 

t|J ■ MI i' 

Escribiendo en Forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 
jt tfí x ■ - see x fdx = 2 tg x-x+2 KC X + C - 2 (tg x + «ec x) -x+C 


: 2 2 

6, Caleu lar la esc - x ctg — x dx. 

J a 3 


Solución 


La integral propuesta se asemeja a la fórmula |l3| t donde identificamos que La 
variable es: 


2 

v = — x 

3 

de = ^dx 
3 


Notamos que el diferencial de la variable dv = — dx completa el diferencial de 

¿í ¡ _ 

la integral dr, por lo cual podemos aplicar directamente la fórmula 113 . Per 

2 — 2 
observamos que en el diferencial de la variable - dx nos sobra la constante - 

3 3 

la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir 


C 2 2 ,37 2 ) 

_csq —-x iflaq = — -esc— x\ 

rae i 3 i ftf i a r -a ít / 


+ C = - 


n 2 

3cse — jt 
3 


+ C 


7. Calcular la [ e* tge*dx. 
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UimGEUL 


Solución 


La integral propuesta se parece a la fórmula [14|, donde identificamos que la 
variable es; 

du - e djc 

Notemos que el diferencial de la variable du = e*dx completa el diferencial de 
la integral e 1 dx, por lo cual aplicamos directamente la fórmula [l4] , resultando: 


fe r tg G x dx = J, ig e J , - —¡ti eose r + C- In sece' + C 

Lg V í#L' 


8, Calcular la f2E*+£«52 
J senO 


Solución 

Para el ejemplo propuesto observamos que ninguna de las fórmulas que hasta 
el momento conocemos puede aplicarse directamente, Sin embargo, mediante la 
ejecución de la operación indicada -división-, tenemos: 


senü + eos 6 
sen 0 


j con ift V «n ' 


eos 6 


dO 


sen 6 


senO 


sen O 

Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual. 


(T) En esta integral aplicamos la fórmula [7], resultando: 0 + ^ 

® En esta integral notamos que ninguna de las fórmulas que hasta el mo¬ 
mento conocemos se puede aplicar directamente Sin embargo, medíante la 
aplicación de fórmulas e identidades trigonométricas se facilita la solución de 
la integral, cos8 

Con la identidad trigonométrica - ctg 0, la integral se transforma en: 


eos O 
sen 0 


dÚ 


= | ctg O dG. 


La integral resultante se parece a la fórmula [15] T donde identificamos que la 
variable es: v - 0 

dv - dü 


Observamos que el diferencial de la variable dv ^ dÜ completa el diferencial de 


la integral d0, por lo cual podemos aplicar directamente la fórmula 15 


re¬ 


sultando: 
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UNIDAD í 


J L ctgg |j/ei= ln 

l Lg u d'-. 


sen 9 + C 


Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral* tenemos que: 




senü + eosG 
sen 6 


= 0 +■ ln sen 9 + C 


9. Calcular la JI sec ax - esc — j dx 


Solución 


Aplicando directamente la fórmula _3j, tenemos: 

J| sec ax - esc — j dx = J sec ax dx - Jcsc— dx 

® © 

Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual. 
(T) Esta integral se parece a la fórmula 16 , donde identificamos que la variable es 


v - ar 
dv = a dx 

Se observa que eí diferencial de la variable dv - a dx completa el diferencial 
de la integral dx t por lo cual estamos en condiciones de aplicar directamente la 
fórmula \ W. Pero, notamos que en el diferencial de la variable a dx nos sobra 
la constante a, la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la 
integral: 

( , 1 t -ii ^ ln (sec ax + tg ax } „ 

I sec ax dx = — I ln (sec tur + tg a,r J1 + C - - t — L -— - ^— —- + C 

J a ú 

@ Esta integral se parece a la fórmula [l7] f donde identificamos que la 
variable es: 


x 

y = — 

a 



a 


Observemos que el diferencial de la variable dv - — completa el diferencial de 

ü 

la integral t¿E h por lo cual estamos en condiciones de aplicar directamente la fórmula 

0 . Pero notemos que en el diferencial de la variable — nos sobra la constante —, 

a q 

la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, es decir: 
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LA INTEGRAL 


- í esc--di - -o ln esc —‘ — ctg — I + C - -n ln tg-“+ C 
Jo \ a a) 

Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que: 

r{ x '\ . ln ! aec tí* + tg ax ) ( X 

j | sec tt* - esc—J dx = -- J - - a 1^1 csc ^ ~ « 1 + ^ 

O también: 

J¡ sec ax - csc — j 


-cae—1 d* = ,»t«f + C 

a ¿(I 


EJERCICIO VII 


L Comprobar las siguientes integrales indefinidas, aplicando las fórmulas 
T]e la [ñjdel formulario general de integrales inmediatas elementales 


r , eos mí 

1, ] sen mjc ax - -—--+ C 


10 


m 


í 


bdx b ctg ax 


sen &r 


+ c 


f , , sen Sí: ,, 

2, | eos 5x dx --+ C 


3. | tg ax dx = 
a dz 


T> 

ln sec ax 


+ C 


11, [ c'tg €*dx = ln sec e l + C 

12 f —“— = tg * + aec nr + C 
} 1-senjc 


r n dz n , ^ f a _» cosí ^ 

—-—‘ = — ígmifC 13. ísen* dx - ”— + C 

* J me m t m. - 1 2 


eos m 2 m 


3scn 5 


5 f cíe z rfz - in ( CSC z - ctg z) + C 14. [eos -— dx -— -+C 

J * 3 2 

, sec20 r , * \ i eos (a-bx) 

6 . Jftec2atg29í¿e-^——+ C 15. jsen{n- bx)dx -- L + C 


.^ tC 

3 

16, 

f 2 /, ctgffr-ar) . „ 

J esc (o - a*J dx = - — * + c 

. ctg5i tC 

5 

17. 

f sec — tg — dx = 2sec — + C 

J 2 2 2 

ln sen — t C 
a 

18. 

\mfiaxdx~- + C 

j 2a 
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UN'] DAD 1 


19 . 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

3L 

32, 

33. 


í esc — dx = 3 Ln tg — + C 
J 3 6 


/ 


dz In sec 3z 


ctg3í 3 
dy tg 4 y 


+ C 


eos 4y 4 

ci 0 In sen 5 0 
tg 5 0 5 

dt In tg t 


+ C 


+ C 


+c 


í 


sen 2 1 2 

adB _ a tg 69 
cos ¿ 60 b 


+ C 


/(tE x + ctg xfáx = tg x - etg x + C 

ecos ¿x dx r r* 

I -— j- — = 2 sen yx + C 

J V* 

f tií 

-= CSC X - Ctg * + C 

J 1+ eos i 

í —^-= tg x - sec x + C 

J 1 + sen X 


|(tg i - 1) £ tic = tg * + 2 ln eos x + C 

f Sd n ít dz i - ^ 

i = 2 Ja - eos 3 + C 

J yCí - eos z 

f sen t dt T , ^ 

-= - In (eos í ^ 1 ] 4 C 

J eos í + 1 

cse s fl dQ 


í 


t/o - ctg 0 
n/f £Éf 


= 2 Ja- ctgG 4 C 


rsenvfaf „ r 
J *— - - -2 eos Ji + C 
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L.'l integral 


34, J(sec x - tg x)~ dx = 2(tg x - sec x) - x + C 
i &et"9í/0 ln(l + £ tg 6) _ 

Jl + 2tg0 2 

r . esc mx n 

36 esc mx cte mx dx - --+ C 

J ' m 

t i , sec' 1 x „ 

37. | sec x tg x dx - —-— + C 

¥ J| 


38. 

39. 

40. 


Je“ njc c wxdx = e'*' f '* +C 

f (eos x+l)dx { , n 

- --- - - - ln ( sen x + x ) +■ C 

^ sen x + x 


( sec idi _ r—;— , ri 
= 2^:Utg»+C 

; V 1+ tp x 


II. Hallare! valor de cada una de las siguientes integrales y comprobar loa resultados- 
por diferenciación. 


fctg z (ln sen í) í/í 

7. 

j" x sec. - r 2 dr 

r sen 2x <7 x 

&. 

j- esc" v dy 

^ 1 + cos^ 1 x 

* cíg y + í 

C sen 2x cfa 
^ Í + sen J jr 

9 

|sqe^G 2~ k Vó 

f sen 2 * dx 

J 1 - CUS X 

10. 

t cus x - sen x , 

—- dx 

1 eos X 

f(senV cose") e'dx 

11. 

f eos 2 x dx 
' 1 - sen x 

f tgS'í dt 

i M 

12. 

| sen 2z -j 1 + 2 eos 2 z dz 


Vt 


107 


















UNIDAD ! 


13. 

| tp mjr see J mx dx 

18. 

j[e' c PiJ sec" mjt dx 

14* 

Jsec" 3 jc dx 

19. 

j*e 24 * 0 “ eos ü.t dx 

15. 

\ see 2x tg 2x dx 

20 . 

Jsen' 1 ' 2«.r eos 2 íív dx 

16. 

pee ^ 

21 . 

; dx 

tu 

* tgfljf 

J i - sen ¿ 




2 

17 

í dB 



^ sec a0 + i 

22 . 

J eos ax^l +a sen cta 











L8 APLICACIÓN DE LAS FÓRMULAS 18 ALA 24 
DEL FORMULARIO GENERAL 
DE INTEGRALES INMEDIATAS ELEMENTALES* 


Fórmulas para integrar expresiones de segundo grado de dos términos: 


I 


dv 


v 2 +a ¿ 


l u ~ 

= — — are aec — + L 
2 a a 


v J - a 2a 


- — are tg — 4 C 

a a J vdv ■ 

■Í-—- l + C Í 2 Í 1 f j< dl - ln(ü + V»* ±ct 2 ) + C 

Iv + aJ 1 — 1 J vV±a s ' 


dv 1 . 

—- - — !n 


m í * =Ají^| + C I»1 f <fo = £ + i. are «m - + C 

L-i-V-i/ 2 a la-uJ >— 1 J 2 2 n 


20 


J 


f/l# U - 

.-— = are sen — + 

* .. £ a 


S a - v 


p34~| J vi? 2 ± a 2 dü = - Vi' 2 tu* ± in ( y + ± a 2 j + O 


EJEMPLOS 


1, Calcular la 


r dt 

J 16 + í 2 ' 


Solución 

Con base en los pasos para integrar una función, identificamos en la expresión 
dada que: 

v 1 -^ a 2 - 16 

v = t a = 4 

dv = dt 

Se observa que d diferencial de Ja variable dv = dt completa el diferencial de 
la integral dt, por lo cual podemos aplicar directamente la fórmula fís| 1 es decir: 

* Las fórmulas para integrales inmediatas elementales se obtienen directa* 
mente de las fórmulas generales de diferenciación. 





















UNIDAD I 


Jf 

dt 


2. Calcular 


Solución 


la l^ 


- df i t . 

j —~~T = —are tg- +■ C - 

F* 

c£jc 


are tg — 


4 c 


m\r' -n 2 


La integral propuesta se asemeja a la fórmula Jfij, donde identificamos que 


i j ¿ 

V -mx 


2 2 
a = n 


tí = mx a = n 

dv - m dx 


Observamos que el diferencial de la variable dv - mdx completa el diferencia: 
de la integral dx, por lo cual estamos en condiciones de aplicar directamente la 
fórmula [19J, Notemos que en el diferencial de la variable mdx sobra Inconstante 
la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral: 


d¿ 

. j" d* l í , i m * *■ n 1 _ 1 . mx ~ n 

■ J —rr — T~~ — ln |-- + <? =-in -- Uc 

i ni x ^¡n ¡ m\2n mx + ji J 2 mn \mx+nj 


3. Calcularla f- - ,. 

J 9 -(z- 3) 2 

Solución 

En la integral propuesta identificamos que fies una constante y que de acuer* 
do con la fórmula [2j, tenemos que: 

a 

f 5 dz _ r dz 

9-ÍÍ-3) 1 gVj<~ 3)* 


de 


La integral resultante se parece a la fórmula 19a], donde identificamos que 

o a *(*-»)’ 
ti = (z - 3) a - 3 
dv = dz 

Se observa que el diferencial de la variable dv = dz completa el diferencial de 
la integr al ¿fe ; por esta razón estamos en condiciones de aplicar directamente la 
fórmula 19a, es decir: 


110 
























U INTEGRAL 


iÍL - 

r dz , T 1 , 

" - 2 W 


3 + ig-3) 
,1 - (í — 3) 


+ C 


®inf— 1 

6 la -z) 


+ c 


e eos 

4. Calcularla —— 
J V7 - 


eos 0 rfG 


sen 2 0 


SoiuciíSre 


Esta integral es semejante a la fórmula 2ÜJ, donde identificamos que: 


v í = sm~ 0 


v - sen 9 
dv =• eos G úf0 


íi a -7 
a = 4l 


Notamos que el diferencial de la variable dv = eos 8 dd completa el diferencial 
de la integral eos 8d0; por ello estamos en condiciones de aplicar directamente la 
mencionada fórmula 20 : 


-f 


eos 01/0 


-.lili -! aen 0 I 


= are sen 


( sen 0 

17T; 


+ c 


5. Calcular la [ 


dx 


Wx 4 - 9 


Solución 


La integral propuesta es similar a la fórmula ^21 „ donde identificamos que: 


o a = x* 


v = x 

dv = 2.r dx 


a 2 - 9 
a = 3 


Comprobamos que la variable resultante v = x 2 no coincide con lo establecido 
en la fórmula [2Xl. Para que la integral propuesta satisfaga la condición de la 
fórmula, será necesario multiplicar y dividir la expresión por una misma 
cantidad, que en este caso será x, es decir: 


f dx {x ) _ r xdx 
’ x4x* -eUJ J 9 
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I 


/7_ r .'. ^- ^ que el diferendaJ de ^ variable dv = 2x dx sí completa el 
c:áJ * a integralxdx t por ¡o cual estamos en condiciones do aplicar direc¬ 
tamente la fórmula [21y. Pero notemos que en el diferencial déla variable 2xdx nos 
sobra la constante 2, la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado 
de la integral, es decir. 



.v íír 




1 ' 1 *9 1 

H — «re seo—- +C- — 
21 3 3 6 


are see— + C 
3 


6- Calcular la f , 2 _ 

1 V3* 4 +5 


Soiuctón. 


Esta integral es semejante a la fórmula ¡22], donde identificamos que: 


e a = V = 5 

ü = \ 3 z 1 a = V5 

dv = 2\ 3 z dz 


En estocase, el diferencial de la variable dv = 2 ¡3 z ^completa el diferencial 
de la integral z dz t lo que nos permite aplicar directamente la fórmula [22¡, Pero 
encontramos que en el diferencial de la variable 2y'3 £ dz nos sobra la constante 
2^3, la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral, 
es decir: 


j'l 


•■ÍTÍ^T = i7J ln f v ' 3 * S WSz‘ + 5) + C 


lVSxj+lS, 


f □ 


7. Calcular ía 


Solución 


2c L dx 
\e lx - I 


En la íntegralpropuesta identificamos que 2 es una constante y t de acuerdo 
con la fórmula [2] , tenemos que: 


í - 9 f 


e*dx 

> a * - 1 
<Ü 


112 

























LA INTEGRAL 


La integral, así obtenida se parece a la fórmula [22 p donde identificamos que: 


v ¿ — e 2 * 


v - e 


a 2 = \ 
a = V 


df - e 1 d* 

Se observa que el diferencial de la variable dv — e 4 dx completa el diferencial 
de la integral e*dx f por lo cual estarnas en condiciones de aplicar directamente 
la formula [22), es decir: 


dv 


f ^‘dx =2 f , *’**?— = 2 luí 

J I 1. ' 


e* + ye 3 * -111 C 


r 1 x* 

8 Calcular la j J1- -j- 


Sol lícrdn 


Esta integral puede resolverse aplicando directamente la fórmula [23j. Tam¬ 
bién se puede resolver mediante el proceso de la sustracción de números 
racionales, es decir: 


■a 

En la integral resultante, donde hemos aplicado directamente la férmulajjiJ 
identificamos que 4 . 


í i 

v - x 


V - X 

dv = dx 


_ 4 
a = 2 


Observamos que el diferencial de la variable dv = dx completa el diferencial de 
la integral dx f por lo cual estamos en condiciones de aplicar directamente la fórmu¬ 


la Í23 , de este modo: 


k % — f ¡4 - x' ¿ dx =— h,' l- — + are üen~ + C 
2 J \l_í LJ 4 V 4 2 

a ii B 

9. Calcularla J Vs + 3x 2 dx. 
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umbad 1 


Solución 


La integral del ejemplo se parece a la fórmula [24], donde identificamos que 


v 1 = 3x 2 
t? - V3 x 
dv = V3 dx 


ex- = e 
o = % 8 


Reconocernos que el diferencial déla variable rfu S dx completa el diferencia 
de la int egr al, por lo cual estamos on condiciones de aplicar directamente h 
fórmula 54). Pero notemos que en el diferencial de La variable V3 dx nos sobr¿ 
la constante v3 „ la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado d* 
la integral, es decir: 

J-J 4 + 5^* ■*** " f' 8 + ®** ln (V'3 * + + 8* 1 ) + C 

10. Calcular la j ^ (2x - I) s - 9 dx. 

Solución 


La integral dd ejemplo se parece a la fórmula¡2?, donde identificamos que 

v**(2 X -lf o 2 = 9 

v = (2x- 1) a = 3 

dv = 2 dx 

Se observa que el diferencial de la variable dv = 2í¿c completa el diferencial de lg 
integral dx r por lo cual estamos en condiciones de aplicar directamente la fórmu 
,a §íl- Pero motemos que en el diferencial de la variable 2dv nos sobra la cons¬ 
tante 2, la cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integra. 


' /_^í?£LzÜ “ - í ^ ^ X(% x - J ) a - 9 - — ln |(2* - 1 ) + ^j(2x — i) s - s 


+ C 


EJERCICIO VIH 


L Comprobar las sigu i entes integral es i ndefinid as, aplicando las fórmulas 
formulario general de integrales inmediatas elementales. 


18 


ala 


24 de 


1. 


f dx 

J 4 + x 


1 je 

= —arc tg— + C 

2 *2 




x^3 
x + 3 


+ C 
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la integral 


o f ds z 

3. . = are sen — + L 


Vl6-* a 


4. f__¿2-ln 

J V© 11 -25 


¡G + Vtí* - 25 j 


16. 


+ C 17. 


h 


cosí di 
■\'9 - sen'* 


= are sen 


í sen x ) 

l 3~ J 


+ C 


r ax dx a . 1 + 

í " 


= “ln 


1-x* 4 


1-x 4 


+ C 


>í 


dx = —ln f lí—Ü+ C 18 C * ldX 5 


ISx - 25 40 V 4* 4 5 


f Bí di D X ,, 

—-= - are tg — + C 

J x% 16 8 2 


6. f- - V .. in' —— ¡i-C 19- f 

•’ lñ-9r ! 24 1 4~3xJ ¡ 


dy 


9 + (y-2) 3 


= —ore tgj : - I + C 


1 - í 

8. f 

9. j 

10. f 


de 1 36 * 

l i - - are sen— + C 
2 


V4 - SO 2 3 


dv í , 

— = — ln 


4 -(y + 3)"' 4 


di 1 

= — ln 


5 + ej 


9 - IGx* 24 
lldi 11 


,-(^ + L ) 

3 4 4i 


.3-4*. 


+ C 


11 n 

_ - r arctgJ —-X + C 
5+Hi 2 V5S \ 55 

17 


20 j 


dt 1 * , „ 

= — are tg ai + C 


14 a' t 2 a 


+ C 21 


ÍT 


5e a dx 5 f 1+e 




= —lnI 

í" 2 [l-e 1 


22. f ^ xdx - JL are sen f— x J 4 C 
J ti 3 - 8ar' 1 VS ' 3 


[6 , 
¡ntí , — r 


23. | 


sec^ * de 


- are sen [ “ I + C 


^4-tg x 


<¥) 


11. -U«.t ( J l Í. , .C 2<- \-r~- -il»(n.V».’-l)*C 

¡ lx' + 3 2\21 \ 3 J -1 3 

f dx 1 3 x 

7 £o-= - are tg 4 C 

J 9x ! + 4 6 2 


2. j 


0dG 1 


13. 


a 

l 

i. 

II 

a ' 

di 


4I 2 t 5 


3 dx 


\&x a - 

15 

■ e'dx 

n ——r 

- 


6-2 
e 2 42 


14 j 1 = ln j3x 4 VSi 2 - 16 j 4 C 


^ 1 + e 
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UWDAD 1 


26 


b dx 


-¿h.í 


\ a V -c 2 ú 1 


I 3 2 

ax +■ \< a " x 




+ C 


dx 


29, 


í 


\ 4x 2 t 25 2 

dz 

y25z 3 - 4 
di 


-f ln|2» + \4* 4 + 25 3 + C 


27. j 


28. j d l in|5¿ +Vg53 2 -4) + C 

J v 25x 3 — 4 5 \ f 


= In 


i]b* + (x + ay 


(x + a) + ijh 2 +(*+a) a j+C 


30. f V4 - ,t í dli = — x' + 2 are sen — + C 

J 2 2 


31. j Vas + 9* 2 <ü: = |V25 + 9^ + H ]n | 3j + V ' 25 + J tc 

r J¡j- ^ y L —-— _ 

32, I 2 - —' dx = —16 - x ¿ + 2 v2 are sen — + C 

J \ fl 4v2 4 


33. / VSjc 11 -= 3 dx = - 3 - —^ ln (v5 * + V5* a - 3! + C 

2 2y5 


<) 


34. J\ 2 + 5x dx - ^ V 2 + 5x 2 i- ln, |v5 x + V2 ~ 5x 2 J + C 

35. J \ 3 - 8x 2 dx - 3 - 8x 3 + —'-=* are sen J— x + € 

J 2 4V2 13 

38. Jij'm 1 -(*+(,)“ dx = ^p^rn* -(i+nf + Y 

37. f j(2S - l) 2 - 4 d% = ííizil v í (20 _ 1) ! _4 _ 2 ln 


rtfl, _ 

are sen i- 1 v € 

2 \ m 


ÍZ 


(20-1)+ ^(23- l) 2 - 


33. fv&-e i= di - — \9 - r ÍT 4 — are sen — + C 
J 2 2 3 


39. J \ J 4 + eos 1 í sen í dt - —^- y¡4 + eos 3 1 + 2 ln feos í - V 4 + eos J t'j + C 

40. íV8 — 3u^ Su dií = —— 3 - 3h"' + 4-/3 are sen í* 2 + C 

J 2 Vfl 

41 J v5 + r 6 7* 2 dx - —t/¡¡ + * 6 + — ln (s 3 4 y'5 + x 5 ) + C 

6 6 ' / 


4 +C 


U6 



















































LA INTEGRAL 


42. J ñj 9 - ctg ! x cae* x dx = - 

- ■- t r~ -r 2 í 

43 I V 6 - 4í 4 dt = - Vfi - 4/' + 3 are sen— + C 
J 2 v fi 

44. U{a* + l)'+" 1 dx = JtaTTÍf + 1 ^ 1» + 1) * (2* + O* + l] - C 

45 . | v36 - (x - 3;r'dx = \36 - (*- 3)" + 18 are sen ¡ + C 

II. Hall arel valor de cada una de las siguientes integrales y compra bar los resultados per 
diferenciación. 


ctg X 1 _4 y 

—-—, 9 - ctff' x + - are sen 
2 2 


■ ctg x 
1 3 


'■ y 

2. í 


eos x dx 
serTx + 4 
dx 




Wa- In 1 X 
eos x se ti x dx 


Veos x + 9 
4x 2 dx 


j’ 4X 
- 4- 


í 


4 - 9x 

t/swi x eos JC dx. 
x ?en J ,v + 9 

i 


f esc" x dx 
° J ctg 2 x + 9 


H 


¿dx 


9x 2 - 25 

r sec* ax dx 
B ' </l6~tg"sx 

4.v dx 


C 4.T £ÍX 

9 ¡T^P 
mí 


2d* 


4 + (x - 2 ) s 


11 f 
n. ] 


3 dx 


12 


13 


2. J 


id 


4x" + 16 
eos x dx 
\‘9 - sen" x 

3í/x 


f 1 

14. j“7 

15. f 


x - 25 
sen x dx 


Víos j x - 4 
sec 2 x dx 


f 


4 - tg x 
dx 


17. í 

18, í 


19 ]~¡ 

20 f 


x^(ln x ) 1 -v 9 

Vln x dx 
x v 1 ln J x + 8 

esc* x dx 
4 t ctg ¿ x 

dx 


V* !« + (*-6) 

e J c¿x 


Ve 1 * -4 


va 



















































UNIDAD 1 


21. 

33, f vS - 3 j 3 dx 

22. J ^'(3z + l) 3 - 2 dx 

34. J \serr2jc + 9 eos 2x dx 

23. jVa© a -IOtí0 

35. |" Veos * 2 x + 16 sen 2x dx 

24. J V? - 5u 2 tfü 

36. J^8-(2*-l )*dx 

25. J Veos 2 3 jt t 4 sen 3* dx 

37. jV-i-9 1* dt 

26. x £ -c 2 dx 

38 1^+3 fifí 

27, J\'l+ a'y 2 dy 

39. JV26-i E at‘<í* 

f axdx 

f rfí 

28. J f i , \ 
yx +6 

40. j i á ‘¿ 

* t\4t £ - 9 

29. J \ 11+ 7* 4 xdv 

i - £¿Jf 

41. J . e - 
Wí - 16 

f dG 

42 ' ^oVe J -s 

30. J ij(x - i) 4 -7 dx 

, ¡ x 2 

31. Jj4- T< fc 

f etc 

43 r J ¡' , h 

2rVÍ6x ~8 

32. ÍVs + íi’dx 

44, [ V 1 - Jf ¿te 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 




2.1 SOLUCIÓN DE INTEGRALES INDEFINIDAS, 
REDUCIBLES A INMEDIATAS POR SUSTITUCIÓN 
ALGEBRAICA 


Las integrales que contienen expresiones del tipo ax' 1 + bx + c o ax 1 + bx pueden 
integrarse fácilmente mediante cualquiera de los dos siguientes métodos. 

Primer método 

Si una integral implica una expresión de segundo grado de tres términos {ax ¿ + 
bx + c) o de dos términos ( ax 2 + bx), ésta puede reducirse a una expresión de dos 
términos (a 1 ± a 1 ) y (a 2 - u 2 ) completando el cuadrado (sustitución algebraica). 


EJEMPLOS 


dx 


1. Calcularla J 


x^ — 4jht + 13" 


Solución 

En la integral propuesta identificamos la expresión x 1 - 4x + 13, que es de la 
forma ax 1 + bx + c, Completando el cuadrado para x 2 - 4x + 13, tenemos: 


s 2 - Ax +■ 13 s x* - 4-X + 4 + 9, es dedr: 
jc ? -4r * 13- E*~2> 2 + 9 



Aplicando la fórmulatenemos que: f 3 = (x - 2) 2 a 1 = 9 


dv - dx 
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UNIDAD 1 


2, Calcularla f-—^-. 

J r ¿x-x 2 -2 

Solución 

En la integral propuesta encontramos que la expresión 3x - x 2 - 2 (que ordt 
nudamente es: - x 3 + -2) es de la forma ax 2 + fox + c. Completamos el cuadrac 

para (- x 2 + ñx - 2), y tenemos: 


(-*" + 3r - 2) s x 2 - 3x + ■+ ís decir 

V 1 \ 2) 4 4 { 2j 


d r d~' 

Por lo anterior, resulta que: f —— i- —- = f r r 


Aplicando la fórmula 19a 


3x-x J -2 J p4 r ,(*-3/2)* 

*» 1. 4 

* tenemos que: v 2 - (x-3/2) J 

u = {^r - a/2) 

du - dx 


a - 1, 
a - 1. 


J 


dx 


1/4- (* - 3/2 ) a 


» c ., J^l) +C 

2(1/2) 1/2- 1 > - 3/2) 2-x, 


3. Calcularla J , 3i2 2r + 4 , 

Sofíícidrt 

Observamos que en la integral propuesta, el coeficiente numérico del térmu 
í&v 9 ) no es cuadrado perfecto, por lo que se recomienda sn transformación. P. - 
lograrlo, sólo es necesario multiplicar y dividir la expresión integral por u: 
misma cantidad, que generalmente es el mismo coeficiente numérico, es de 

J , * í^-] = f , v ' 3 A = ■&)-. _ _ _ 

V3* 1 - 2x + 4 v V3 } a 2 - 6a + 12 * VW 3 - íí* t 12 

En la integral resultante identificamos la expresión 9x^ - Sx + 12, que es 
la forma ax 2 + bx + c. Completamos el cuadrado para 9x* - 6x + 12, y temen: 
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MÉTODOS DE [NTKGRACIÓN 


9x- - Gx + |.2 = | 9k 2 - Gx + I, + 11, es decir; 
9x 2 -&r + 12 -{3x~ l) 4 + 11 


Por lo anterior, resulta que: 


3{ 


dx 


V9* ! -6x+12 


= \3 j- 


dx 


:(3*-if + n 


Aplicando la fórmula[22;, tenemos que: 


u 2 = (3x - íf a 2 = 11 

v = (3jc - 1) a = Vil 
dv - 3djc 


4 


dx 


St J3 


í 


dx 


^3 

=-ln 


% 3* a * 2 x +■ 4 J v '(3jc - lf + 11 3 


(3jp - 1) + \i 3 x ¿ - 2 x + 4 + C 


4. Calcular la 


dt 


Í— 

i Al - 


M-21 1 


Solución 

Observamos que en la integral propuesta la expresión 3f -2í 2 (que ordenada¬ 
mente es: - 2f a + 3í) es de la forma ax* + bx r Asimismo, el coeficiente numérico 
del término (- 2f 2 ) no es un cuadrado perfecto, por loque se recomienda su trans¬ 
formación. Para lograrlo, sólo es necesario multiplicar y dividir la expresión 
integral por una misma cantidad, que generalmente es el mismo coeficiente nu¬ 
mérico, es decir: 


f —-—! -], f . 2dt = 2 f dt * 

*3t-2t 2 K2) J ef-4f z ■ l eí^4í 2 

Completamos el cuadrado para la expresión ordenada (— 4 1 2 + 6í), y tenemos: 


- Ai 2 + 6f - "6e + 9/4 >| +■ 9/4, es decir: 

- 4f s + 6f = - (2í - 3/2F + 9/4 = 9/4 - (2/ - 3/2F 


Por lo anterior, resulta que: 2 | .—-■— = 2 J 


dt 


V6í-4í a -^¡'9/4 - (2/ -3/2) 


Apli can do la fórmu la 19a, , tenemos que: 


v 2 = (2f-3/2) s 
v= (21-3/2) 
dv= 2 dt 


a 2 “ 9/4 
a = 3/2 
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UNIDAD 2 



di 

m-(2t - 3/2)* 


2 ( 3 / 2 ) 


Jn 


3/2 + (2í -g/g)\ 
l 3ft - (2t - 3/2) ) 



ln 


2 / 


3 - 2/ 


C 


5, Calcular la J*\''x 2 + 2x + 5 ¿r. 

Soíuctón 

En la integra! propuesta identificamos la expresión x 2 + Zr + 5 que es de la 
forma ojc 2 + 611 + c. Completando el cuadrado para * 2 + 2x + 5 „ tenemos; 


tf 2 + l 2x + 5 - i_y- + 2x t 1 1 + 4 t e-s decir: 
x 2 +■ 2x + 5 - (x + 1 ) 3 + 4 


Por lo anterior, resulta que: 


j \x 7 + 2x + 5 dx = | ^í(r +1) 1 + 4 dx 


? tenemos que; u l - (x + íf a 2 = 4 

y = (x + 1) a ±= 2 

í/c = dx 

A |+ 1)' + 4 ükr - ———-\ |I jc s - 2a; + 5 + 2 ln |(jc + l) + ^x 2 + 2# + 6 J + <7 
6 . Calcular la [-y 4x - x ¿ dx. 

Solución 

En esta integral identificamos que la expresión 4x~x 2 (que ordenadamente es 
- x' 1 + 4x) es de la forma ax ¿ + bx. Completamos el cuadrado para (- x ¿ +• 4 ri s 
tenemos: 


Aplicando la fórmula 24 


(-x 2 + 4x) = - ( x 2 - 4x + 4^ + 4, es decir: 
(- x 2 + 4x) = -<*-2) z + 4 = 4-(x - 2P 


Por lo anterior, resulta que: J V4i - x~ dx = J^4 - (x - 2 f dx 


Aplicando la fórmula 23 , tenemos que: 


** = {*-2 f 

v = {* — 2) 
dv = dx 


a ¿ = 4 
o=2 


a J \‘4-(x - 2) a dx = ^ \4* -x* +2 ame sen —— ^ + C 

J 9 í> 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


Segundo método 

Cuando el integrando es una fracción cuyo numerador os una expresión de 
primer grado, mientras que el denominador es una expresión de segundo grado 
o la raíz cuadrada de tal expresión, la integral dada puede reducirse a una in¬ 
tegral inmediata, como so explica a continuación. 


EJEMPLOS 


* _ . , . r (jt + 3) dx 

1. Calcularla -— ¿ » 

1 r £ + 4 


X* +4 

Solución 

Multiplicamos el numerador de la integral por dx, y resulta: 


J 


(i- 3)í£r I • x dx + Zdx 




x* + 4 J x + 4 
Aplicando directamente la fórmula [ 3 ] , tenemos: 


í 


x dx +íldx 




dx 


í 44 J x * 4 

© © 

Mora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual 

(T)En esta integral, identificamos que: v - x 2 + 4 

dv = 2x dx 

Notamos que el diferencial de la variable du = 2x dx completa el dif eren cial de 
la integral x dx, por lo cual podemos aplicar directamente la fórmula 5 j . Hace¬ 
mos notar que en el diferencial de la variable 2x dx nos sobra la constante 2, la 
cual pasa en forma recíproca multiplicando al resultado de la integral: 


+ 4 » ' 


(5)En esta integral identificamos que: 


2 2 

v = x 


U = X 

du - dx 


a ¿ =4 
a = 2 


Se observa que el diferencial de la variable du = dx completa el diferencial 
de la integral dx, por lo cual estamos en condiciones de aplicar directamente la 
fórmula 18■, es decir: 
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UNIDAD 2 


f dx 

= 


1 . * 
— are tg — 
2 2 


3 x 

+ C = — are tg —i- C 

2 2 


Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral, tenemos que 


j (jr + 3) d* 1 


x * +■ \ 


In I x 1 + 4 )+ 3 are ig * 

1 ! 2 


+C 


2. Calcular la f í 3 f—■? ! j* , 

J VlS-x* 


Só/u cidra 

Multiplicamos el numerador de la integral por dx y resulta: 


c(3x-2)dx j■ 


3jc dj- 2¿fo 

y 16 - jf ! 


Aplicando directamente la Fórmula 



t tenemos: 


f d.r - 2dx n | 

t ,i ' «i 

r dx 

! L- i 
y 16 - jc 


y 16 - ** 


© © 


Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma índivic 
(T) En esta integral, pasamos el denominador de la forma radical a la fe: 
expone ricial 1 , finalmente lo pasamos al numerador v, con base en las 3-, 
de los exponentes, tenemos: 


J V18-X ■'(16-x 5 ) J 


De la integral resultante, identificamos que: 


u= 16- ** 
dv - -2x dx 


n = -1/2 


Aplicamos la fórmula j l ~4^| J y tenemos que: 


Cf 3 

3 J( 16- * ) * 


(16-X 3 ) 


¡JT.-1/S+1 


- 1/2 +■ 1 


+ C - +C 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN' 


(2) Para esta integral, identificamos que: v z = x 1 

V - X 

dv - dx 


a - 16 
a =■ 4 


Aplicando la fórmula [20 , tenemos que: -2J 


dx 
V 16 — j J 


= -2 are sen- 1 - C 


Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos que: 


,/a 


x-2)dx 




= -3\10 - x* - 2 are sen — + C = - ¿K16- x ¿ +2 are sen — S + C 


3. Calcularla f ——. 

j iSx-7 

Solución 

Ante todo, cuando la integral propuesta contenga en el denominador una 
expresión de la forma ax 1 + bx + c r ax 1 + hx o la raíz cuadrada de tal expresión, 
se recomienda primeramente tomar como variable a dicha expresión: 

v~Gx~ r- 
du = (6-2*)f& 
dv — -2(je - 3) dx 

En el numerador de la integral, debemos tener (x - 3) dx para completar el 
diferencial de la variable: 

f (x + 3) dx _ r (x~ 3-«-3 + 3)dx _ r (s - 3 + 6) da 
Vsx - x’ \‘6jf — jc j V6r-jc 2 

Aplicando directamente la fórmula [jT], tenemos: 

r (je - 3) dx + 6 dx _ r (x - 3) dx + ^ r dx 
\Bx - x 2 ~x ¿ 

Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual, 
(T) Esta integral puede reducirse de acuerdo con La fórmula []!], es decir: 

= Sx-x 2 
= (6 - 2.*) dx 
- -2 (je - 3} dx 
= - 1/2 


[x - d j ax 
\6x 


= J (6x - x 2 ) (je - 3) dx donde v 

dv 

dv 

n 
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UNIDAD 2 


De lo anterior resulta: 






{Os - je 2 ) 
- 1/2 +■ 1 


+ C = -V6x - * 2 + C 


En esta integral identificamos que la expresión 6x -x 2 (que ordenadamente 
- + 6x) es de la forma ax 1 + bx , Complementando el cuadrado p 

(- x 2 + 5x) t tenemos: 

í-x 2 + 6r) - - [ir 1 - 6x + 9)| + 9, es decir: 

(- x s + 6x) = ~ (x - 3) 2 + 9 = 9 - (x - 3> s 


Por lo anterior, resulta que: 6 f ^' v = 6 í -j 

J V6x-x 2 

Aplicando la fórmula 20 , tenemos que: v ¿ = (x - 3) J 

dv - {x - 3) 
dv - dx 


dx 


a 2 =9 
a = 3 


y resulta: 


4 


£¿r 


„ (x-3) . 

= 6 are sen- 1 + C 


^/9-(*-3) a 3 

Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos 

r(^3)rf í __ v ^^ + 

J Ve *-* 1 


6 are sen ' - + C 

3 


4, Calcular la [ i 3l + 2 ) . ffa 

J tQ _ ív + V 2 


19-5x + x' 

Solución 

Tomando la expresión de segundo grado como variable, resulta: 

v = 19 - dx + x* 
dv = (-5 + 2x) dx 
dv = 2(x- 6/2) das 

En el numerador de la integral, debemos tener (x - 5/2) dx para complE- 
diferencial de la variable: 

r (3r + 2)dx = r 3(s + 2/3-5/2 + 5/2)rfx _ r 3 (j-5/2 4 2/3 +5/2)<k 
J l9-5* + r 2 J 19-Sí + * 5 "J 19-5x + x 1 


Aplicamos directamente la fórmula 3 , y tenemos: 
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MÉTODOS DE INTEGRACION 


dx 


19 - Bx +■ x 


r Z{x-5/2 + 2/3 + *r¿}dx (j-5/g)<¿r ^ 3 (2/3 + 5/2) f 
J 19-5*4** J 19-5* + * a J 

Ahora integremos cada una de las integrales resultantes en forma individual. 

(T) Para esta integral, identificamos que; v = 1&- 5 x + x 

du = (-5 + 2*) dx 
dv = 2 (jt-ñ/ 2 }dx 

Aplicando la fórmula [fi], resulta: 3 f ^ ^ [19- 5* + + C 

J Vl9-5jc + r 2 

@ En esta integral identificamos que la expresión IS-fix + x 2 (que or~ 
denadamente es: x 2 - 5x + 19) es de la forma ax 2 + bx + c. Completando el 
cuadrado para x 2 - 5x + 19, tenemos: 

* s - 5 i + 19 = í*- 5 jí + — + — * es decir: 

__Aj A 


1 — 

Cl 

x 2 ^5x+ I 9 = (x-5/2 ) 3 + - r 

4 


Por lo anterior, tenemos: 3(2/3 4 0/2) f — 


dx 


i 19 - Bx + x' 


19/2J 


dx 


51 


Al aplicar la fórmula |Ts|, tenemos que: u* = (a- - 5/ 2) ¿ 

y = (x -5/2) 
dv = dx 

De ello resulta: 


^(x-B!2)U- 

a 2 = 51/4 
a = \5l/2 


19 / 2 } 


f , 

dx 

J f 

. ,^2 61 


19 

2 


1 


1 {*-5/2) 

-M^nzr 


19 

731 


(2x - 5) 


4 C - T~ are tg 1 — — 4 C 


2 2 

Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos: 

19 (2x - 5) 


f + = 2 („_ 5 * + *•) + -iL .re *BÍ25¿J 

J Vl9-#* + ** 2 V*> ' S1 

r {2f 4 - 7) di 

5, Calcularla -*- 5 —— 7 . 

J 2/ 2 + 2í +■ 1 


4 C 
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MÉTODOS HF WTGG&tftifc 


De ello resulta: 


12 


dt 


12 


- are tg —•— + C - 6 are tg (2f + 1) + C 


J (2í + 1) + 1 2 Ll “ 1 

Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral: 

. | .' ~í ~ 1. [ n í 41 a + 4 ¿ + 2 \ + e are tg í2 1 +■ 1 ) + C 

J 2í* + 2f+l 2 * 


EJERCICIO IX 


I. Comprobar las siguientes integrales indefinidas, reducibles a inmediatas por 
sustitución algebraica. 


dx (x + 1 ) 

2x — x 3 í 

(*-l) 


r dx 1 (x - 1) 

2, — -r = - are tg— +■ C 

* S-Sx + x" 2 2 

f - - are sen i* - l) + C 

■>(Fí)* c 


3 

4- J 


V 2r - x 
dx 


5-x -4x 
dx 


f da: 1 / r - 7 \ 

5. —--= — In - - C 

'x ? -Sx + 7 6 {x-1! 


f da: \x + ll 

, - are sen -—=- 1 C 

J \4^2x-x* ' ,!fi 


6 . 


(x + 1) 
-=— 

V5 


7- J 
8. J 

9 


dx 


= ~ln 


x - o 


x - 6 x ■+ 5 4 \ x - 1 

dx 


+ C 


15 + 2*-^ 
tfx 


1 , 

\ 3 + x \ _ 

= *-ln | 

' — +c 

8 

■,5-xj 

1 ( 

'x-SA 

= ■— In ¡ 

N-C 

2 { 

x-3Í 


^ X 2 — 

10 ' Ii£7 = ¿ ln Í77^) +c 
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ItíHlAD 2 


T 2 . {2y + l \ 

11 - 1 -7 = -7- ara tg ',- + C 

J l+y + y * V3 L V3 J 

dx 


12 , 


20 


24. 


h 


- - ln 


V 10- 4jc -i" 4x 3 2 

dx 


(2x - 1) + V10 — 4i + 4 jc 4 + C 


jg f , = lnf(x+l)+V& +j 3 + 2 j 1 + C 

\A^-x 2 +2x ^ 

= ln j(x - 1) + \x ¿ - 2x + 8 j + C 


14 


15. 


16. 


17. 


18. 


dx 


V3 + 4x + x s 
dx 


- ín 


+ C 


h 


V'2*- 10 -x 2 

dx 

Ve* - 8 x + 25 


- - ln 


(x + 2 ) t- V3 + 4x + x 

(r - 1) + v'2i - 1U - x 2 


+ c 


dQ 


19. \~f 


V40 2 +40 + 5 2 

dx 


- In - 4) + Vx 2 - 8x4 25 ]*C 
= -Jnj(2fi + l) + V'4e ! +40+5 


í 


V3jc - 2x + 4 
5dw 


V5 + 2u * u 


—- - -í=- ln f(3x - l) + VÜe 2 - 2* + 4 ! + C 
+ 4 va *■ j 

[(u + I) + Vi 


= S In 


5 + 2u + u‘ 


21 í Va** + 4x + 1 dx = \3x l * 4x - 1 - 7 *^ ln (3* + 2 ) + V3x“ + 4x + 1 

2V3 2V3 L 

Vflü* - 3* 1 - 1 - — ln J(ax* - 1 / 4 ) + Vi*" - 3x' - 1 


22. f Vb¡* - 3x' - 1 ,’dSr = '+ " ' J -~ 


23. fV 


4x -12x + 7 dx = 


36 

( 2 *-3) 


+ C 


+ C 


Vi** - J2.r + 7 
4 2 


-tu [(2x- 3) 


+ Vix - 12x + 7 +C 


/ 


(3x + 8 ) dx _ 1 [7~T 


17 


,—-- = “ V9x ¿ -Bx- 1 + — ln 

VW-3r-I 3 6 


25. JV 


9* + 12 x + 8 dx 


(3jt + 2) r 


V9* + 12x + 8 —- ln 
6 3 


(3* - 1 / 2 ) + VOx* - 3* - l ] + C 

(3* + 2) + V&x* + 12x + fi ] + C 


26. jVlS+4 X-X*dx 


2 


—--7 19 

15 + 4x - x + — are sen. 


x-~2 

Vl9 


+ C 
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_ M rnpDOS DE INTEGMACIÓN 


97 f •j 1 - x - 2 x 2 dx = t 4 * V 1 - x - 2 jT + 
’’ J 8\'2 


16 V2 


aro sen 




+ C 


28, | V3 4 2z - z 2 dz = ^ ^ ^ \'3 4 2í “ z 2 +2 are sen | | + C 

29, | 2 4 2jt - x 2 dx = ^ ^ \ 2 4 2x - x‘ 4—are sen j X j + C 

30, j" V 3 -2x-x* dx = ^ V3 - 2x - jV +2 are sen f j 4 C 

31 1 J 2jc dx * ^ Vx 2 4 2x + ^ ln |(x 4 l) 4 Vx 2 4 2* j 4 C 

32 í V3¡ - 2í a dt ■= ^ V3* - 2í a 4 

1 8V2 

. I ^ 4 2 In ¡X 4 V7~- 9) 


i - 1 


16 V 2 


are sen 


m 


4C 


33 


34. 


+ C 



Vx 4 1 


(sW** + l) 


- 2\x* 4 1 4 In x 4 Vx 4 11 ■*■ C 


35. f fSLjM m l in (*'*t)-l m *£± + c 
} 3 f a 4 9 2 ' ; 3 3 

r(7x-2}í£x 7 / _ 2 % 2 .— 

36 ' J i i fi,í' = ^ n ( l+5l rj airtg V5 J4C 


37, j 


1 + 5x' 1 10 

( 1 - x)cfx 1 


16 - 4x 2 8 


1 . ( 4 + 2x 
— In 

4-2x/ 


1 4 In f 16 - 4.* i } 


+ C 


3S J j x 4 ^ ^ = 2\'x 2 42x + 5 + 4 In f(x 4 1) 4 Vx a + 2* 4 5 f 4 C 

■vx 4 2x 4 3 1 J 

38 f 


= -iv4^ -4r-3 + ~ It> [(2.v - l) + y'ix 2 - 4 i-3 )*£! 
V4* -4x-3 4 4 i J ] 


Í3x “■ 4) de 


j v 1 - 6 x - 9x ! 4 | ln |(3x 4 1 ) 4 Vi - 6 * - 9 x* j 


40. I' . -; 

Vl-6*-9* ! 


4 C 
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UNIDAD 2 __ 


43. f 


(3f + 2) df 3 


19-oí + ¡ 


j, «\ 19 2x-5 

= - I n (19 - Sí + r) + - 7 — are tg 


V 51 


^ -V 51 


44 I ( 8j - 3 )^ .£ )n ffczl'L to (i2,-4«,-5Uc 

' 1 12x-4x 2 -5 S U-2 ¿fj ; y 

^ J ^ ^ -■■■ = -y r í - 6r t 5 + 5 In í (jé — 3) + ^jx 2 — 6x + 5 

J Vx 5 - 6 jc + 5 1 


+ C 


II, Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


1 í 

2 


dx 


2x' + 2x + 1 


f 

3. J 

4. f 

5 - J 
6. í 

7 - í 

8 - í 


dx 


\'x + X + I 
dx 

4x a - 12x + 7 


13- h * 

í 


27 + Gx-x 2 
dx 


14 


V3jt" - 4x » 3 
de 


25. J 
26 


(IOjt - 3) dx 
4 + 2ñx 2 


i5, 

J x + 2x - 


27 


r (x + 1) dx 

1 ' ■> 

\X + X + 

f (5 - jc) dx 

7. J 


dx 


h 


V I2r - 4r ¿ - 5 

f/.V 

x' ¿ + 2x 

¿¿i 

~ 

-V 6x - 
dx 

x* - 8x 
dx 

-2x-3 
dx 


16, J \5 - 4x - x ¡ de 


\4 - x 2 
(2* + 3)dx 


1?. J\'28 - 12x - x'dx 

18. j¡ ^9** - 12x + 8 dx 


4x + 5x* 

(3x — 5) dx 
3x ¿ + 4x + 1 


19 


. j-j'í 


2x + 2x + 5 de 


28. f’L 

J j + 

29. | 

f (x-l)dx 

30 - 

J _{ x - 4) dt 


31 


20, J V30 + IQz + z 2 dz 32, J 


10, J 

11 . / 
12. í 


V 12 + 4x - x* 
dx 

Vi 2 + 4x 

dx 

12x~ 8- 4x 3 
dx 

Vx a + Gx +13 


21. JV20 + 8y-/ dy 

22 . J 4 Íx 2 + 7x dx 


33. 


34 . j 


yx - 5x + 3 

{¿r - 7) ró 
5x 2 + 3 

/ (x + 3) dx 

J l-x-x* 

(x~2)dc 


2x^ + 6x +■ 5 


23. f vV + 6x a + 5 x dx 35, f 

J - 3x‘ + 2x + 1 


24 


. í 


(x - l)dx 

Vx a - 8x 4 25 


36 f\4x 2 - 4* - 3 dx 
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2.2 SOLUCIÓN DE INTEGRALES INDEFINIDAS, REDUCIBLES 
A INMEDIATAS POR SUSTITUCIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Para resolver integrales indefinidas que contengan el radical v o 2 — u 2 
o mu 2 ta 2 y que son redueibles a integrales inmediatas por sustitución 
trigonométrica, se recomienda efectuar un cambio de variable, ya que es el 
método más corto para integrar tales expresiones. 


El cambio de variable 
se realiza: 


1. Cuando se tiene \a 2 - u ¿ , hágase u=asenz. 

2. Cuando se tiene yV+r/ , hágase u = atg t- 

3. Cuando se tiene a/u 2 -a 2 r hágase u -asecz. 


Estas sustituciones se emplean para demostrar las fórmulas de la 1S| a la 


24 del formulario general de integrales inmediatas. 


También se hace natar que en 1 

1. 

i 1 11 3 ¿ 

ve -a sen z = o 

r —r 

V I-sen z 

= a cob z 




cada caso el signo radical < 

2. 

/ •} y . ■£ 

\u +u'tgz = a 

y i + tg z 

- a sec z. 

desaparece, es decir: 


a a 2 

¡ j 7 

= a tg z. 

3. 

ijú sec Z “ Q =o 

y sec z - 1 


EJEMPLOS 


L Hallar la f 


dx 


(5 -*t 


Solución : 


De la integral propuesta, tenemos que: 



£ 

jC 

a" - 

a = 

du = 

JC 

dx 

a = 


5 

v'5 


I3ó 




















UNIDAD 2 


.3^2 

) 

el cambio de variable que debe realizarse es: u = a sen z, de donde 

- a : sen* z y también du = a eos 2 efe. 

Efectuando la sustitución en la integral, tenemos que: 


f 7-“7TT ■ Como se tiene (a 2 - u 2 f' 2 - J(a 

(a a -u 2 ) x ; 


Es decir | ■ 


ai 


|5-i J 




du 




■í 


a eos z dz 


2 2 1 v^/J 

a - a sen s l 


-J 


a eos s efe 


[o*(l —Ben’aJj * 


Por la fórmula trigonométrica, se tiene que: co s~z - 1 - sen^ 
Sustituyendo en la integral, resulta: 


í 


a. eos z dz 


-1 


a eos í di 
faTa- 


=J 


Ü COS 2 efe 




tfe 


[**(1-6611®*)]*'* j (a s C05 a i) 3 1 ^(fiCORs) 3 Recosí)® J a^cos^ 


Por fórmula trigonométrica, se tiene que: 


eos" 1 ? 


= s ee l z 


Sustituyendo en la integral, resulta: I /' % = -4 = fsoc^á dz 

J a eos z a 1 


La integral resultante se parece a la fórmula ITüj, donde identificamos que: 


v - z 
dv = dz 


“-j J sec ¿ z dz - —- tg z ■* C j- Resultado pardal 

Be u=a sen a, tenemos que: sen ¿ ^ . Trazando un triángulo rectángulo 

y aplicando el Teorema de Pitágoras, resulta: 




Aquí “Op 15 es el lado opuesto al ángulo, “Hip” es la hipotenusa y *Ady" es el lado 
adyacente al ángulo. 

£ sustituyendo éi resultado parcial, tenemos que: 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


-a tgz + C= —r 


1 


- 2 —] 
í , a 
a - u } 


4 C = 


2 .■ 2 . £ 
o \ g - u 


+c 


Sustituyendo los valores originales, resulta; 



dx 


(fi-* 1 )" sVe-jc 1 


4C 


ífrísu/fado /inaí 


K s =9* a a 2 = 4 

H — 3^ a = 2 

íí/ 3 - i 
du/3 = di 

dw 

Es decir; J > "¡ ” = J .* / * * = J t Ji * 

Como se tiene ^u 2 +a* t el cambio de la variable que debe realizarse es; 
u = a tg z, de donde w 2 = a s tg 2 z y también du - a sec 2 z dz. 

Efectuando la sustitución en la integral, tenemos que: 


r du _ i 

p n sec 2 z dz | 


J ¡2 2 J 

U v w + U 

a. tg z^a 2 + tg 2 z 4 a' 

tg £^ü'(tg 2 3 4 l) 


Por ía fórmula trigonométrica, se tiene que; aec i - tg a z +1 
Sustituyendo en la integral, resulta: 


1 * sec 2 

z dz 

p sec 2 z dz | 

p sec 2 2 di j 

p sec ; dz 

tg3^íl 2 | 

tg*z + lj 

i 1 í * J 

tg zy a sec z 

o tg z sec z J 

a. tg z 


Por fórmula trigonométrica, se tiene que; sec z = -—— y tg z - - 

eos z eos z 

Sustituyendo en la integral, obtenemos; 


2. Hallarla í— —--— 
J x^Sx 2 + 


Soiiíctdn 


De la integral propuesta, tenemos que: 


c dx r du / 3 r 


13 " 



























-'n’Z-C ; 


dz 


f 5CQ Z di 1 A C ° a S j Ir dz 

J flirt-* J /__ ^ ¿2 J 


sen 2 


at %i a J i sen z j 
l eos z ] 

r :r -a fórmula trigonométrica, se tiene que: —— 

" sen z 

Sustituyendo en i a integral, resulta: — f ^ ¿ fesezd? 

ni -r snn * J-1 - 


- CSC Z 


a v senz a 


La integral resultante se parece a la fórmula 1? „ donde identificamos que 


v-z 
do - dz 


1 í i 1 í I 

I esc z dz — ln (esc z - ctg z) + C = — ln tg~ + C I Resultado parcial 
a J a a 2 

De u — a tgj T tenemos que: tg z - — = . Trabando un triángulo rectángulo 

y aplicando el Teorema de Pitágoras , resulten 



(Hip)" = (Op)" + (Ady) : 
Hip = v VT<i= 


a 

ctg z = — 
u 


esc z 


i fu' + a 1 


Sustituyendo en el resultado parcial, tenemos que: 


1 i 

— ln (esc z - ctg z) + C •= — ln 


i f 


¡12 1 

V u i- a a 


+ C — — ln 

a 


f ' 3 a 

y u + a —a 


+ C 


Sustituimos los valores originales, y resulta: 

V9je* +4-2 


4 


;9* ! - 


4 2 


ln 


3a 


+ C 1 ifcsufcodo final 


También: i l n tg- + C = -]n o. ]+C = -Ílní—1+C 
a 2 o 12/ a (2a) 

/ „W-i * 2 la i t) + c 1 B * sultado rmal 
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MÉTODOS DE INTEGRACION 


3, Hallarla 
Solución 


dx 




De la integral propuesta, tenemos que: 


2 2 

tí = i 


tí = x 
ífüi = íir 


a = 11 
a = VÍl 


Es decir: J" j 


ri.v 


^«‘-11 ' u*V«‘ - o 


= í 




2 Ja 


Como se tiene Vu 2 - a‘ , el cambio de variable que debe realizarse es: 
u - a sec z , de donde íj ¿ = sec 2 z y también tiü = a sec z tg z dz. 

Efectuamos la sustitución en la integral, y tenemos que: 

tg* dz 


f du 

¡’ a sec z tg z dz f 

U 2j Ju 2 -Q 1 ^ 

a í i s 2 a j 

o sec zm a sec z — a 


Por la fórmula trigonométrica, se tiene que: tg 2 z = scc^z - 1 
Sustituyendo en la integral, resulta: 


tg z dz 


x«J 


tgzdz 


f tg zdi J_ / 
J a : see z te z a~ • 


dz 


secz Ja^sec 2 * — 1| o sec z^ja' tg J z a seeztgz a' m sec z 


Por la fórmula trigonométrica, se tiene que: eos z = 


scc z 


1 1 

Sustituyendo en Ja integral, resulta: — f —— = | eos z dz 

íi J sec z a~ J 

La integral resultante se parece a la fórmula 9 , donde identificamos que: 


v-z 
dv - dz 


f eos z dz - sen z + C > Resultado pama: 

a * ü 

De u - o sec z, tenemos que: secz = --— Trazando un triángulo 

a Adv 

rectángulo y aplicando el Teorema de Pitágoras, resulta 
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~ c: 



(Op) 3 = (Hip) 2 - (Ady) 3 


Op - Vu 2 - a~ 


\ sen z - 


\u ¿ - a 


Sustituyendo en el resultado parcial, tenemos que: 

f ! í 


sen z 4 C = [ -rr 


■8) 


.*2 2 
X íi - a 


í 2 % 

+ C = Ü^ + C 

a u 


Sustituyendo los valores originales, resulta: 


4, Hallar la 


■í 


dx 

W * 2 -11 


O 2 rfO 


(4 -e 2 ) 3 ' 3 


V'jt ! -11 
1 Ijc 



JÍís íí /£ado fi n ptl 


Solución 


De la integral propuesta, tenemos que: u 2 - 9 2 

u = 9 
du = fifi 


ü J = 4 
a - 2 


Es decir: J 


r e 2 ¿fe i 

r ü " ^ i 

r du 

1 ( 4 -o ! ; 


V-< 

| 3/í > J 



Como se tiene ^(a s - u 3 ) 3 , el cambio de variable que debe realizarse es u = 
a sen z, de donde ü 1 = a 2 sen^ z y también du = a eos z dz, 

Efectuamos la sustitución en la integral, y tenemos: 

í¿ ¿ du r a 1 sen 2 ? a eos z dz t a A &etí ¿ zcosz dz 


í 


-J 


=í 


^¡Tv) 5 ^(«* _ „• *»*,)' ^(i. sen ^)] 


Por la fórmula trigonométrica, se tiene que: eos 2 z = 1 - sen ! z 
Sustituyendo en la integral, resulta: 
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MÉTODOS DE INTEGRACION 


í 


ü a Ben 2 zcos z dz r ü sen z eos z dz r o aen jcosz dz f sen z dz 


-J 


r a sen s ccs- z az _ f 
* a 3 eos 3 z ^ 


eos 2 z 


2 

cns z 


^[a a (l-wn“í)]' * ^(a^GOB**) 

Par la fórmula trigonométrica, se tiene que: tg“* = 

t rsen'zdi r - . 

Sustituyendo en la integral, resulta: -p = I tg í oí 

J eos í J 

Por la fórmula trigonométrica, tenemos: tg'z - see 2 * - 1 

Sustituyendo en la integral, resulta: | tg^z dz = j (sec" z - i] dz = Jsec' zdz- jdz 

® © 

La integral (T) se parece a la fórmula |l0|, donde identificamos que: v = z 

dv = dz 

| sec 2 z dz - tg z + C 

Para la integral (5) aplicamos directamente la fórmula [T], resultando: 

-J dz = -z + C 

Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos que el 
resultado porcia/ es: 

j see 2 z dz - J dz - tg z - z + C 

n u Op , , u 

De u ~ a sen z y tenemos que: sen z = — = también que: z - are sen —, 

a Hip a 

Al trazar un triángulo rectángulo y aplicar el Teorema cié Pitágoras. resulta: 
(Adyf =(Hip)--(Op) ¿ 



Adjy - yo 1 -u 


tg z = 


\a 2 - u 3 


Sustituyendo en el resultado parcial, tenemos que: 

U H 


tg z - z + C - 


a : 

- ü 


- are sen — C 
a 


Sustituimos los valores originales, y resulta: 
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UNIDAD 2 


f O 1 rfO 

t \in 

(i-e ) 


9 9 

■ "V - are sen — 


+ C 


¿fasu/íodo /maí 


5. Hallarla f ¿ÉL . 

J V> ! -9 


So/ucí'íin 


En la integral propuesta, tenemos que: 


u = y 
du - dy 


n ¿ =9 
a = 3 


Es decir: J y -- dy — = J 


u 2 du 


^¡y -9 Wn -fl‘ 


Como se tiene Vi¿ 3 -ci 2 , el cambio de variable que debe realizarse e? 
« - a sec de donde u 2 = a 2 sec 2 z y también du » a seo z tg z dz . 

Efectuamos la sustitución en la integral y tenemos que: 


f tC du r a 1 &ec J z a scc z tg z dz r a 3 sec 1 z tg z dz 
VtC-a' Va' sec J .s -a ¿ a 2 (sec 2 z - l) 


Por la fórmula trigonométrica, se tiene que: tg z * = sec^z - 1 
Sustituyendo en la integral, resulta: 


í 


z tg z dz _ r o^sec^z tg z dz r aseo'tg % di 


^see 2 z - l) 


í 


Va' tg 2 z 


■I 


n tg í 


= a 1 J sec s z dz 


Esta integral se resuelve por el método de integración por partes que se anal, 
zará en el siguiente tema. 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


EJERCICIO X 


í, Comprobar Jas siguientes integrales indefinidas reducibles a inmediatas por 
sustitución trigonométrica- 


f di 

X, J 

,1 

3- í 


7y7 - x : 
dz _ z 

(í'+e) 3 ' 2 “eVo’ + e 
de 


+ c 


+c 


eS'ia-e' 


Via-e* 

130 


+ C 


, J 7T~\s5s ” ,n 


(/ + 3) 
di 


' V/ +3 + / ' 1 _ _j 

i ^ J 7/ +3 
\ 


+c 


^ jcVO + je 2 ^ 


= -ln 


'\¡9 


+ i-3 


+ C 


dx 


= — ln 


xim 1 -x* m 


1 2 í 

\ m - x - m 


+ C 


,í 


áx' 1 di 


5.r 


(l6-i*)' V16-X 


5 are sen — + C 
i 4 


r Vx 2 + 25 dx 

8. J 1 ~ ;— = 51n 


' \ : i a + 26-5 


Vi 3 + 25 + C 


9 r_¡£_ii-^ + c 

J „2_í 


10 




dy 


4r 


y ii- y 


y 3 Vn-/ 

dx 


ny 


+ c 


11J (9-**P fKV* 

12. J 


+ C 


V64— x i dx 8 — y^64 - x S 

“ o L3l 




+ \’64 -x ¿ +C 


J 


143 
























































UNIDAD 3 


13 f 


\u~ -9 du 


~ 4u 


2 - 9 - 3 are sen — ■+ C 


■ i I ii — — 3n 

J nV + i« 4 


fl 


*_Í,Ji8£±«z&L c 

3J- 


15. / 


*V*“-4 2 


“ — are sen — +■ C 
2 


-ÍJU 


1 A ¿i 


j á “* 

= \x - 16 - 4 are eos — ■*■ C 


17 


J 




ut/u 




! + b 2 “ 


\' [I 


2 2 
+ a -a 


+ C 




18. J— 

J £¿Jt 


JC £ dx 


- ln 


V4 + x + r 


4 


4 + X a 


+ C 


19 




= ln 


16 


x + 


V^U 


16 


+ C 




(^"> 2 ) 6-,.' 6 - y 




II, Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales y comprobar los resultados 
por diferenciación. 

r x i dx r 

J l 2 n. J — 



du 


JlO-to 1 dio 

r dz 

T J í i , 

z\z -4 

12. 


f /dy 

13. 

rf 

í d>‘ 

> 

^ Jl6-/ 


f x ¿ dx 


X 1 ¿JE 

9 - * t" ' a 

14. 


"JS + x 2 


dx 

f de 



u*\u 2 + 25 
dy 


a/2 


(/ + 4) 

c’ 1 da 

(l6e- 2í + 4) 3 ' 2 

ífx 




10 , 


eVe 4 - íe 


15. 


(25x 2 -4) 3 

dx 

777^9 
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2.3 SOLUCIÓN DE INTEGRALES INDEFINIDAS POR EL 
MÉTODO DE INTEGRACIÓN POR PARTES EN SUS 
DIFERENTES CASOS 


Integración por partos 

Con base en la fórmula para la diferenciación de un producto y considerando ti 
y v como funciones de una misma variable independiente, tenemos: 

d (FU 1 ) “ udü + Lirfü 

Por transposición de términos, obtenemos: udv = gÍCwl )- vdu 

Al integrar directamente, tenemos: J w dv - uv - j v du 

La expresión anterior se denomina formula de integración por partes. 
Cuando no podemos integrar directamente u dv, la fórmula de integración por 
partes hace que su integración dependa de dv y v du . que suelen ser formas fáciles 
y posibles de integración. 

El método de integración por partes es uno de loa de mayor aplicación del 
cálculo integral. 

Para aplicarla fórmula de integración por partes en un camodado, es necesario 
descomponer la diferencial dada en dos factores, es decir, en u y du. Aunque no 
existen instrucciones generales que faciliten la elección de dichos factores, 
recomendamos los siguientes pasos para escoger los factores u y du, 

1. dx es siempre una parte de dv, 

2. Debe ser posible integrar du. 

3. Cuando la expresión para integrar es el producto de do- fundonc-í. lo mejor 
es seleccionar la de apariencia más compleja, con tal q lh pueda integrarse, 
como parte dedo, 

EJEMPLOS 

Caso L Hallar la j * sen x dx . 
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Son 


■ .i expresión por integrares el producto de dos funciones, seleccionamos 
L ‘ cencía más compleja, para integrarla como parte de dv, es decir: 

r'rü u = x y dv = senxdx 

dü = dx J dv = í Sén x dx 

v - - eos x 


"ustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 
judv = uu - [ v du 

jX sen X dx = x{- eos *) - J (- eos j) dx 

f x sen x dx = -.r eos x ■+ J eos x dx ,fA) 


La expresión jeos x dx se parece a la fórmula [&] } donde identificamos: v = x 

do - dx 

Es decir: Jcoa xdx = sen* + C (§) 

Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral (A) y (S) t tenemos 
qué: 

J x sen x dx - -x eos x + sen x i C 

Caso II, Hallar la J x ln je dx. 

Solución 

Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, seleccionamos 
la de apariencia más compleja, para integrarse como parte de dv , es decir: 

Sean. u — x y dv — In x dx 

du — dx | dv = J l n x dx 

v = ? 

Observamos que la J ln x dx no puede integrarse en forma directa, por lo que 
este hecho indica que no hemos seleccionado adecuadamente los factores u y dv. 


14fi 






MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


Entonces: 


u = ln x 
du m£S 

X 


du = x dx 
| dv = Jxdx 


Lf - 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenernos que: 
J ü dv - uv - J v d u 

' día 1 


V = x 
dv = dx 


n = 1 


( x ln x da = ™ In x í x da (T) 

m? 3 

La expresión - ^ j x dx se par eco a la fórmula [T|, donde: 

Es decir: -i í i dx = -i| — I + C ~ -+ C 

2 2l„2j ^ 

Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral (7) y®, tenemos 
que: 

/. I x ln x dx = — ln x - — + C = —¡ hu-) + C 

r 2 4 2 {, ZJ 

Caso ITL Hallar la f x e ¿I dx. 

Solución 

Como la expresión por integraros el producto de dos funciones, seleccionamos 
la de apariencia más compleja, para integrarla como parte de di\ es decir: 


Sean « - * 
du — dx 


du - e 2l dx 


¡dv = jV'dt 


2jT 


V - 


14 





vnzai : 


S :t _ - i: en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 

J tí dv = íiu - J ' udu 

jxe“dx = x{~yj—dx 


j x e' - dx ~ ~~ íLx @ 


La expresión | e lx dx se parece a la fórmula ¡T¡, donde; y = 2x 

dv = 2dx 


Es decir: 


-§J—HB) 


e** + C- --_ + C 


Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral (A) y (b), tenemos 
que: 

c Uj íé !í „ e 2í f n ^ 

J 2 4 2 l. 2} 

Caso IV. Hallar la |" x 2 a 2 x dx> 

Solución 

Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, seleccionamos 
la de apariencia más compleja, para integrarla como parle de dv: 


Sean 


u - x 

du = 2x dx 


dv = d ¿t dx 
jdv = Ja* dx 


v - 


2 ln ü 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 
ju dv - ul 1 - Jedii 

I* V‘dr = JC ! Í -yL] - jf ^!l] 2x dx 
J { 2 ln o } ' i 2 ln a ¡ 

J x a "dx ~ — ^f r a 2r dx fjf) 

2 ln u ln a - ’O' 
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MÉTODOS DE INTEGRACION 


Para la expresión — — f xa 2 *dx aplicaremos la formula de integración por 
In a J 


partes nuevamente, identificando; a - r y 

du = dx 


dv — a 2x dx 
f <b = ¡a‘dx 


z* 


V = 


2 ln a 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 

|u dv - uv- j o du 

la a J la o [ \ 2 ln a ) J 1 


2 ln a 


dx 


. + — ■ ■ . iB) 

lo o J 2(lno J 2(ln a) J 


La expresión -——- fa 1 '* se parece a la fórmula ¡jT] t donde: u = 2x 

O ífli» a V J _ 


2 (ln o. ) 


Es decir: - —- —t- í a 2l dx = 
2(lno) J 


dv = 2 dx 


2(ln o)‘. 


2 ) ln a 


+ C 


2 (ln a) 




4(ln a) 

Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral (A), ® y (6). 
tenemos que: 


t -in i* 

f 2 a rj * a ara 
I x a dx = — --—- + 




. 1 * 


+ C = 


iVivá liba') 1 4(\rv a'\ c ¿\n 


-(*■-—+—V-V c 

a Wü. a ] 


Caso V. Hallar la J sec* z dz . 

SoíucwSrc 

Esta expresión, que resulta de una integral indefinida, reducible a inmediata 
por sustitución trigonométrica, había quedado pendiente de resolverse en el 
objetivo anterior h 
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/SEDAL . 


_ t I / — 


- sene eme .a expresión J secJ z dz , como cJ producto de dos funciones, teñe- 
“ ~ _ 5:: - - - - | á«‘ e see z dz. Como la expresión por integrar es el producto de 
i - mes. seleccionamos la de apariencia más compleja, para integrarla 

ce me parte de du, es decir" 


isean 


u = sec z 
du = sec 2 tg z dz 


y du = aec a z dz 

J du = J sec a z dz 

V = tg 2 

Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 

J u dv => ttü - J v du 

| aec" zsec z dz - sec z tg z - J tg z (sec z tg z)dz 

[ s ec*z sec z dz - sec z tg z -J tg ¿ z sec z dz (7) 

Aplicando la identidad trigonométrica tg 2 z - sec 3 z - 1, en la expresión 
- j tg 2 * sec * dz f tenemos: 

*|tg a ziiecícfz=*J(sec í z-l)flMTí/z = -Jsec a ídÉ+Jseczd l í @ 

La expresión Jseczdz se parece a la fórmula gg, donde identificamos: v = 

Es decir: J sec z dz =? ln (gec z+ tg z ) -t C ($) 

Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral (T) í^) v (K 
tenemos que: ^ 

Jsec z dz = sec z tgz + In (sec z + tg z)+ C - jsec 3 z dz 
j*sec 3 z dz + Jsec H z dz = sec z tg z + In (sec z + tg z) + C 
2jsEQUdz^ sec z tg + In (sec z + tg z) + C 

f sre^z dz - «c«*g*»MgecE+tg*) + ^ _ secztgz In (sec z+tgz) 

2 2 2 +C 

Caso VI. Hallar la je^sen ax dx f 

Solución 

Como la expresión por integrar es el producto de dos funciones, seleccionamos 
la de apariencia más compleja, para integrarla como parte de du, es decir: 


z 

dv = d¿ 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


Sean u = e 

du = 2e**dx 


dv — sen ax dx 
J dv — [ sen ox dx 
cas ax 


v - — ■ 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 
J u dv = uv - J v du 


ros " r ' l 2,«■* 


a } 


r e eos ax z f — v 

J e l * sen ax dx - — -+—J e eos ax dx gj 

o-. ., 

Para la expresión — J e~ x eos ax dar aplicaremos la formula de integración por 


partes nuevamente, identificando: 






u = e ¿ * y dv = eos ax dx 

du - 2e Sx dx j dv - j eos ojc dx 

sen ax 

o = —- 


Sustituimos en la formula de integración por partes, y tenemos que: 

J u dv = tít? - J y du 


2 -i‘ 

j*TS ■ 


t >i v eos ax dx = — 
a * a 


Jsenaí j j 


sen ax 


2e~ M dx 


— J e' u eos ax dx = 


2c' !, seti ax 4 


a 


- “ J sen ax dx 


Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral @ y tenemos 

que: 

e Jl cosax 2e" A sen ax 4 : ^ 


r 2t r e eos íix ¿e strn tix i f j, , 

e sen ax dx = --+-r“ - - — e sen ax dx 

J a a a J 

1sen *x dx + — f e^'sen ax dx » - 


e ís eos ax 2c ''sen ax 

- + — -- -- -- — 


2 sen ax 


- eos ax + C 



















CMDÁD2 


/ 


e sen axdx = 


eí 2 sen ax \ e 2x í 

—-eos ax I — 

^ _JL___+ C = - - 


2 sen ax — a eos ax 




a 2 + 4 


+ C 


e , , 

—=-1 2sen cío: - ti eos ax J ir/„ v 

¡ ( * a* ' „ e (2sen ax - o eos ax > _ 

p sen ax cU = —-———— -+ C = 1 --- -- + C 

I ■* + * I 

h^J 


a" + 4 


Cuso VTI, Hallar la | are tg x dx. 
Solución 


Se debe observar que, aparen tem ente, la ex presión dada no representa el pro¬ 
ducto de dos funciones; sin embargo, sí lo es: también cabe señalar que ordína- 
llámente se nos aconseja seleccionar a la función de apariencia más compleja, 
para integrarla como parte de dv; sin embargo, como sucedió en el coso //„ no 
siempre este consejo resulta ser el correcto para determinar la integral 

Por lo anterior, tenemos: u = are tg x y dv ^ dx 

du = -—— f dv - f dx 

1 + x * - 1 

v = x 

Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 



Jare tg jc dx = (are tg x) {*) - j x -~t ) 

j are tg x dx - x are tg x - j" * —^ (T) 


La expresión -J —^ se parece a la fórmula £ñ] ( donde: 

Es decir: -j In (l + **) ♦ C © 


v - 1 + x 2 
dv~2xdx 


Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral {(T) y @} T tene^ 
mos que: 


J are tg x dx = x are tg x - 


1 

2 


ln (l + **) + C 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


Caso VIII* Hallar la | ln l-f - a) dx 


Vx + ¿t 


Solución 

Tomando como ejemplo al caso II, tenemos que: 


Sean 


u - Iji (x + o) y du = — 
dx 


dx 


du - 


(x+a) 


I* -í 


y x + a 
dx 


”Jx + a 

V 


y = 2 4x + a 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes, tenemos que: 

J ti du = uv- du 

r In (je + a) dx r- - f * ¡ - dx 

— V- - - =1 2dx + a In (x +c) - 2 y'x + a 

J SX + a J 

£¿r 


je + n 


,(x4ü) 


fiíi4M^ = 2VÍTÍ 1 n(**o)-2f 

^ -yx + a J 




je +a 




A i a expresión -2f le aplicamos la fórmula ¡TI, resultando: 

J * ¡ v 4- fi 


Va + a 


- 2 Í 


djf 


V 


- -4 Vx t fl + £7 


x + a 


Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral t(S) y (§}), tene¬ 
mos que: 

f ^ + - 2\¡x + a ln (# + o)- 4\<x + a + C - %dx + « [ln (x + a) - 2] + C 

J V* +ü 


Aplicaciones del método de integración por partes 

1, En diferenciales que contienen productos, 

2, En diferenciales que contienen logaritmos, 

3, En diferenciales que contienen funciones trigonométricas inversas* 
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UNJD^ 


EJERCICIO XI 


I. Comprobar las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de integrado 
por partes. 

1. J* x eos x dx = x sen x + eos a: + C 

2. j In ax dx = x (ln crx - l) + C 

3. J .v see" x dx = x tg x + ln (eos x) + C 

4. \ze*dz = e r (x - l) + C 


c * 11 

5, sen'B dG - — O — — sen 20 + C 
J 2 4 


B.1 


ln x dx 


■ln x - In (1 + x) + C 


J (l+x z ) “ 1 + r 
7, J x £ ln x dx - ^-^ln x - “ | + C 

y í y dy = —— [ y — ——- +C 
J lnn { ln a) 

9. f a" ln z ds = —-f ln z - — ^ - 1 + C 

J n + 11. n +1 ) 

10. J x'a" 1 ü!’x = — t? -í +■ 2x + !¿j + C 
0e a íJ0 ef a 


- í 
* i 


(i+o ) 2 i + e 


+ c 


x*dx 


Vl-s‘ 


=WT- 




+ C 


13. |*« 1I íf* = VÍ JC -|] + C 


f . eos 2r rsen 2 í 

14 x eos 2x dx =- -1-—™—■ +■ C 

J ¿o 
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MÉTODOS DEIKTEGRAClON 


15 , I eos x dx - — (sen x 4 cas x) 4 C 
J 2 

jí 1 

16 , J x V dx - —— {x ¿ - l) 4 C 

17 , j^ < fy=-¿ 7 (/ + |: + |) + c 

, 0 f -jt , (n sen tíx - eos ?tx) 

IR. U eos nx dx = --—- 

J f/(K 2 4 I) 

Í y ( y 2 y 

y sen — dy = —ay cas — 4 a* sen - + C 
a 

20. j" x^sen nx dx — 


4 C 


a a 

2 cas nx 2x sen nx x 2 cas nx 


4 C 


n 


21, | t Vi + 1 dt = — (í 4 l} 3 ' 2 


*--(*+1) 
5 V 


4 C 


4 C 


22. I: i soc 2 3ír ífs ™ — 2 tg 3s 4 — ln (eos 3¿) 

■* 3 |_ 3 

23. jfare sec x dx - x are sec x - Jn jjf 4 dx 2 - lji-C 


24. Jare sen y dy = y are sen y + 1 - y 2 + C 

1 

25, J are ctg x dx = x are ctg x 4 — ln [1 4 x s ) 4 C 


x 2 ■> Vl-x 4 

2B. I x are sen x 2 dx = — are sen x 2 4 ——— 4 C 




27, | sen (ln x) dx = * [sen (lux) - eos (ln x}] 4 € 


r Vl-49 2 _ 

28, J are eos 20 d0 = 6are eos 20-— —■— 4 C 


f I 3 T- 

2í>. ] sec 3, zdz- -sec* z tg z - — [sec z tg z 4 ln (sec z 4 tg zj] 4 C 
4 8 

30. j are ese — dz - z are csc^ + 2 ln jí 4 ^z L - i'j + C 
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UNIDAD 2 


3 L J are tg Jy dy - (y + l) are tg v ; v - -¿y + C 


32. JVv'l-f dt = - — {l™í) 3 í 2 (lSí s + 12¿ + C 


r i 3 

33. sen i sen 3xdx = — sen 3* eos r - — sen x eos 3rt -i- C 

J 3 3 

f Q> n , e q> (2sen 2y + a eos 2oc) „ 

34. \e > coa 2y dy ^ —i.- ¿ - L + C 

J ti* +4 


II. Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales y comprobar les resultados 
por diferenciación. 


1. 

J esc 3 x dx 

13. 

f are sec — dx 

■ j; 

25, 

[ are ctg — dx 

J 4 

2. 

f e 3 J eos— CÍO 

J 3 

14. 

f arc *? v7 dt 

J r 

26. 

J cos (ln x)rf.v 

a. 

ízsee 2 — dz 

J 2 

15. 

J je J arc ctg x dx 

27. 

j (log ar^ds 

■i. 

jy coa^íy dy 

16, 

| (n J + x 2 ) dx 

28. 

J e "sen 2x dx 

5. 

J are eos mx dx 

17. 

|"c"' r sen —dx 

J 2 

29. 

j \x ln x dx. 

6. 

J" are sen tu: dx 

13. 

f log x dx 

J X 

30. 

j tg (Ihjc) dx 

7. 

f (e fl + 2dfd6 

19. 

sen ny dy 

31. 

J (are scc Aj)"£¿r 

3. 

f x are eos x dx 

J |h 3 

M 1- X 

20. 

J! 

Je * eos 2x dx 

32, 

J (lr> xf dx 

9. 

J x 3 lúg x dx 

21. 

X 

J e* eos %x dx 

33. 

J e^&en ox dx 

10, 

J are sen ar dx 

22, 

í e s sen — dy 
h 5 

r— 

34, 

jx 2 ]nxdx 

U. 

r i 

are tg — dx 

^ X 

23. 

are eos ,' — dt 

v 2 

35. 

J arc verso x dx 

12. 

f are sen — dx 

1 X 

24. 

f arc esc mx dx 

36, 

j x log x dx 
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2.4 SOLUCIÓN DE INTEGRALES INDEFINIDAS 

POR EL MÉTODO DE INTEGRACIÓN DE FUNCIONES 
RACIONALES POR FRACCIONES PARCIALES 


Integración de fracciones racionales 

Una fracción racional se define como el cociente de dos funciones racionales 
enteras, es decir, funciones polinomiales en que la variable no está afectada por 
exponentes negativos o fraccionarios. 

Función I f x j Función polinomial (numerador) 

racional [ Q(#) -* Función poliiiomiat (denominador) 

Si el grado del numerador P(x) es igual o mayor que el del denominador QU), 
tenemos una fracción impropia; si además dividimos el numerador entre el deno¬ 
minador, obtenemos una expresión mixta (un polinomio y una fracción propia)* 

EJEMPLO 

Fracción 

Polinomio | 

Fracción impropia f j¿ a — 5 # 3 i- 7x' ¿ - 5 - _ 5 + ~ ^ 

O racional j a: 3 - 8 ¡_ JE 3 <- 8 

Expresión m ufa 

El último término es una fracción reducida (fracción propia) a su más simple 
expresión, en la cual el grado del numerador P(x) es menor que el grado del 
denominador Qú). Los otros términos pueden integrarse directamente; por tan¬ 
to, lo único que hay que hacer es integrar la fracción reducida, es decir: 

f 15x ¿ - 45 , 

-S—^ d* - 
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IWIDAo a 


Para integrar una expresión diferencial que contenga la fracción racional, por 
lo general es necesario escribirla como la suma de fracciones parciales . Los 
denominadores de las fracciones parciales se obtienen factorizando el denomina¬ 
dor Q(x) como un producto de factores lineales y cuadráticos; lo anterior es 
siempre posible si aplicamos el siguiente teorema algebraico: Todo polinomio cotí 
coeficientes reales puede ser expresado como un producto de factores lineales y 
cuadráticos, de manera, que cada uno de los factores tenga coeficientes reales. 

Podemos suponer que si el denomi n ador Q be) es un poli nom iodo grado ^en¬ 
tonces el coeficiente C 0 de x 1 ' es 1 ya que si Q(x) = CjP + C L x* ~ x + C., r* -2 4* .,. + 
C ¡t j x + C_, entonces si C q * 1* dividimos el numerador P{x) y el denominador Q{x) 
de la fracción racional PCt)/É?(x) entre el coeficiente C ü : 

Caso í. Los factores del denominador son todos de primer grado 

(lineales), y ninguno se repite. 

En este caso, tenemos una descomposición en fracciones pardales de la forma: 

P (x) A E C K 

- .. —-r +-+■ 7-T + . r r + 7“-r + - , 

Q{x) (x-ad (*-a a ) {x-a 3 j 

Aquí no debe haber dos n idénticas, y A, 5, K f ... son constantes que van 

a ser determinadas. Se hace notar que el numero de constantes por determinar 
es igual al grado del denominador. 


EJEMPLOS 

1. Hallar la f . 

J X 3 - X 1 - 2x 

Solución 

En la fracción factor izamos el denominador, y tenemos: 

4*-3 4x- 2 4x-2 A B C } ^ m 

- - ----- — - — 7 — -;* = —--———- - — + -——- + -—> Ecuación I 

x' -x -2x x (x 2 - x - 2) x(x-2)(x + l) x (x - 2) (x+l)J 

La ecuación I es una identidad para toda x (excepto x - 0, 2,-1). 
Quitamos los denominadores para obtener: 

4x - 2 * Ate - 2} (x + 1) + Bíx) (x + 1) + Cix) (x - 2) 

4x - 2 = - x - 2) + B(x 2 + x) + C(x 7 - £x) 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


4x - 2 = Ax 2 — At — 2 A + Bjc 2 + Bx + Cx'- - 2Cx 

4x-2 = {A + B + C) x ¿ + (B - A - 20 x -2A ) Ecuación II 

La ecuación II es una identidad, Ja cual es cierta para todos los valores de r, 
incluyendo 0, 2 y -1 T es decir; 

Si * = 0, resulto: 4(0) - 2 = (A + B + C) (0) a + {B - A -2 C) Í0) - 2A 


Si .T = 3, resulta: 


Si x = -1 T resulta; 


-2 = - 2 A 
/. A = 1 

4(2) - 2 * (A + B + C) í.2) ¡ + (B - A - 2C) (2) ~ £A 
6 = 4A t 4B 4 4 C + 2B - 2A. - 4C - 2A 
6 = G£ 

B = I 

4Í-1) - 2 - (A + 5 + C) (- 1P + (£ -A -2C) (-1) - 2A 
-6 = A + B + C- B+ A + 2C-2A 
-G = BC 
C =-2 


Existo otro método para determinar los valores de las constantes A, B y C que 
consiste en igualar los coeficientes de las mismas potencias de x en ambos 
miembros de la ecuación II, lo que da lugar a tres ecuaciones simultáneas: 

Para obtener la primera ecuación, observamos que el coeficiente de ;c s en el 
miembro de la derecha es (A + B + C) y en el miembro de la izquierda no existe, 
por lo que se considera como coeficiente al cero. 

A + B + C = 0 

Para obtenerla segunda ecuación, notamos que el coeficiente de £ en el miem¬ 
bro de la derecha es ( B - A- 20 y en el miembro de la izquierda es 4. 

. B-A-2C-4 

Para obtener la tercera ecuación, observamos que en el miembro de la derecha 
sólo queda el elemento constante - 2 A, y el elemento constante en el miembro de 
la izquierda es - 2. 

-2A - -2 

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultáneas, resulta: A = l f B = I y 
C = -2. 

Sustituimos estos valores en la ecuación I, y obtenemos: 

4je — 2 4x - 2 4x -2 1 1 2 


x*-x* 


1 


2x 


(x 1 -x-2j *(*-2)(* + l) x (ar-2) (x + l) 
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UNIDAD 2 


Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 


r 

1 

’í* 

f rfi '+1 

f dx "1 

1 * dx 

} x 3 -x z -2x J 

1 x + J 

'(x-2) "J 

(* + 1) 


Resolvemos directamente cada integral, y resulta: 


r (4x - 2) dx 
x 3 - A -2 - 2x 


= ln x + In (a - 2) - 2 ln (x + l) + C 


Y aplicamos las leyes de los logaritmos para obtener: 


r (4* - 2) dx , x (.f -2) , „ x* - 2x 

-■ \a - T—^T = ln -TT + C = ln ---y 

*x 3 -x*-2x (x + 1 )“ (x + lf 


+ C 


2 . 


Hallar la 


- [ix 2 - 9x - lj dx 
J jc 3 — 2jc 3 -x*2 


Solución 


En primer lugar hay que descomponer en factores de primer grado el denomi¬ 
nador jc 5 — 2x? -x + 2, es decir, hallar las rafees del polinomio dado. 

Con base en el teorema algebraico, sabemos que una de las raíces es 2, por lo 
que uno de los factores es (x - 2); entonces para obtener los otros factores, 
tenemos: 


x 2 -1 _ 

a - 2¡ xi~-2x 2 -x + 2 

-x i +2x- 

- x + 2 
+ x -2 
0 

Es decir, {x - 2)0^ - 1) = (x - 2) {x - 1) i.x + 1) os la factorización buscada; por 
lo tanto resulta: 

7x 2 - 9x -1 7x 2 - 9x -1 A B C }„ . T 

—s -— 7, -- = - —r-- - = - -- -i- - t- íAciiacíon i 

* s -2 a s -x+2 (:v — 2) (a - — l){x + i) (x-2) (x - l) (x+l)J 

La ecuación I es una identidad para toda jc (excepto X - 1, 2, - 1). 

Quitando denominadores, obtenemos: 
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7a 1 - - 1 - A (.x - l)(x + 1) + B (x - 2) (a + 1) + C (x - 2){x - 1) 

7x 3 - dx - l - A (x* - l) + B (x 2 - x - 2) + C (x 2 - 3x 4 2) 

7x 2 - 9x - 1 = (A + B + C)x 2 +■ (-B - 3 C)x - A-2B + 2C } Ecuación II 



















_ MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


La ecuación II os un a identidad, cierta para todos los valores de £ incluyendo 
1, 2 y -1, es decir: 

Si x = 1, resulta: 7(1)*- 9(1) - 1 = ÍA + B + C) (l) 2 + <-B - 30(1) - A - 2fí + 2C 

-3 = A + 5 + C - S - 3C - A - 2£ + 2C 
-3 = -213 

,.s-« 

2 

Si x = 2. rcsulca: 7(2) a - [9)2 - 1 = U + B + C) (2) 3 + (-B - 3C) {2) - A - 25 + 2C 

9 ^ 44 + 4á + 4C - 2B - GC - -A - 2B + 2C 
9 = 3A 
a A - 3 

Si x — — 1, resulta:7(-lP — 9í—1) — 1 — (A + B + C)í—l) 1 + [-B — 3C) ( — 1)— A — 2B + 2C 

15 = A + B + C + B + 3C-A - 2B + 2C 
lp = 6C 

15 5 

.\ C - — = — 

6 2 

Si utilizamos el otro método para determinar los valores de las constantes, 
tenemos que las tres ecuaciones simultáneas resultantes son: A + B + C = 7, 
- £ - 3 C = - 9, - A - 2¿3 + 2C = - 1, 

3 5 

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultáneas, resulta: A = 3, B - — y C = - - 
Sustituimos estos valores en la ecuación /, y obtenemos: 


7x ¿ ~ -1 


lx 2 - 9* - 1 


3 3/2 5/2 

+ ——r + 


x a -2x 2 -^2 (x-2)(x-l)(x + l) (x-2) (x - 1) (r + l) 

Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 


t [lx 2 - 9jc - l) dx r dx 3 e dx 5 r 

ífe?rAT = 3 Iü^) + íJ(7ri) + iJ' 


dx 


(je- 2) 2 J (x - 1) 2 J (x + 1) 

Resolvemos directamente cada integral, y resulta: 

f Í \ X ~ 9X ~ ^ «31n{a~2) + -ln (i - l) + fin (* + 1) + C 

* x* - 2x ¿ - x + 2 '2 2 

Aplicando las leyes de los logaritmos, resulta: 

i* (7x - 9x -1 )dx . { _,s / >3j* { ^sts „ 

■ ■J „ a -i—= ln(ar-S) (*-l) (* + l) +C 

J x - 2x - x +■ 2 


le: 















UNIDAD 2 


Cuso II. Los factores del denominador son todos de primer grado 
(lineales)} y algunos se repiten. 

En este caso, el factor (a; -cq) que se repite n veces, corresponde la simia de; 
fracciones parciales de la forma: 


P(*) _ A _ B C K 

$(x) (i-a,)" (i-a,)' - ' (*-«,)"" (*-£•,) 


EJEMPLOS 


1. Hallarla f ( 3jg ' + 5 *) 

J(*-D (* + !)■ 


Solución 

Faeterizamos el denominador, y tenemos: 


3x £ + 5x A B C 

(x - 1) (x + lf - (x - 1) + (x + 1)" + (jc+ÍL) 


Ecuación / 


La ecuación I es una identidad para toda x (excepto x = 1, - 1). 
Quitando denominadores, obtenemos: 


3x' ¿ + 5a- = A{.% + l) 2 + B(x - l) + CU - 1) U +■ 1) 
3r 2 + 5 a = AU 2 + 2x + 1) + Bx - B + C{x ¿ - 1) 
3x* + 5x = Ax' ¿ + 2Ax + A + Bx - B + Cx l - C 


Sx* + 5x = (A + C)x 1 + {2A + B)x+A-B-C 

Para determinar los valores délas constantes, formulemos las siguientes tres 
ecuaciones simultáneas: A + C = 3, 2A + B = 5, y A - B - C = 0, 

Resolvemos el sistema de ecuaciones simultáneas, y resulta: A -2 t B = ly 
C= 1. 

Sustituimos estos valores en la ecuación L para obtener: 

3r a + 5.t _ 2 1 1 

(a - 1) (x + 1 Y (x - 1) (x + 1) ¿ (a +■ 1) 

Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 


r + 5*) d* r ¿i r dx r dx 
* (x - 1) (a -i- 1)" ^(**-1) ^ (jé + l)* ’ [x + I) 
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MÉTODOS PE INTEGRACIÓN 


Resolviendo directamente cada integral, resulta: 

f (SjT + Sí) tafo 1 _ 

[ — - —* — = 2 ln {x - 1) - t— — - + In (j +1) + C 

■I(.r-I){ 1 + 1) 3 (* + l) 

Y aplicando las leyes de los logaritmos* obtenemos: 

: (3í 2 r 5jf] dx a i 

f -i-*—r = ln (*-1 {* + l)- 7 --r + C 

} {x-l){x+l f (* + l) 


2 . 


Hallar la 



Solución 

Faetón zainos el denominador* y tenemos: 

f 3 -1 A B C O E 

t’(t - 2) 3 ~ t* + t (í- 2f + (£-2)" ' 0 -2) 


Ecuación I 


La ecuación I es una identidad para toda t (excepto t = 0, 2). 

Quitando denominadores, obtenemos: 

f 3 - l = A(t - 2f + Bít) (t - 2> 3 + Cm + Díñ it-2) + Em (i t - 2)* 

1 = A(f 3 - C£ s + 12£ - 8) + Bit* “6í 3 4- 12¿ 5 -8f) + Ci ¿ + Bit 3 - 2í ! ) + - 4t 2 + 4S 2 ) 

¿:s -1 = Aí ; - - SAP + !2Af - fiA + Sí 4 - 6BÍ 3 + 12Sí 3 - SBí + + Of ;t - 2Dí 3 + Eé« - 4EÍ- 1 +4 Et* 
t 3 -l- (B + E)t i +ÍA-6B + D-4E)P + {-$A + l2B + C~2D + 4E)i 2 + (lZA-&B)t-&A 


Para determinar los valores de las constantes, formulemos las siguientes cinco 
ecuaciones simultáneas: B + E - O,A- 6B + D - 4E = 1, — 6A + 12R + C - 2D + 
4E = 0, 12A - BB = O y - fiA = - 1. 

Resolvemos el sistema de ecuaciones simultáneas* y resulta: 


A* 


1 

s' 




E = — 


3 

16 


Sustituyendo estos valores en la ecuación /, obtenemos que: 


í 3 -l 1/8 3/16 7/4 a/4_ 3/16 

í*(í-2) 3 ~~ ' t + (í-2)* + (t-2)’ (í-2) 
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UNIDAD 2 


Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 


i 3 (t-2) í 


i 1 


fdt 7 f dt ñ f dt 3 f di 

8 - 

1 r 16- 

t 

4 J (t-2f ' (í - 2)" 1G J (í — 2) 


Resolviendo directamente cada integral, resulta: 


t (> 3 - l) dt 

! 

[• {** -1) dt 
J í ! f/-2) J 


1 S,, 7 5 

“ + — mí-r- - —-- 

ai 16 S{f -2) £ 4 (í - 2) 


— ln(í-2j + C 
16 ■ 7 


J_ 7 

Si 8 (f - 2) a 


5 

4(í-2) 


+ — \nt - — ln (í-2) + C 
16 16 v 7 


Simplificando las fracciones 


(í 3 -1) di 
¿ s (¿-3) 3 


y aplicando las leyes do los logaritmos, resulta: 


-lir+ 171-4 3 

8/(f-2) 3 16 


-Inf-*-] 

5 \J-2j 


+ C 


Caso III, Los factores del denominador son lineales y cuadráticas 
(primero y segundo grados} y ninguno de los factores 
cuadráticas se repite. 

En este caso, a todo factor cuadrático;r +px + q y no repetido en el denominador, 

le corresponde una fracción parcial de la forma: ^ ~ ^ 

x 3 + px + q 

El método para integrar expresiones de esta forma consiste en reducir la in¬ 
tegral a una integral inmediata por sustitución algebraica (primero y segundo 
métodos). 


EJEMPLOS 

1. Hallarla f-^r. 

1 8 +a 3 

Solución 

Faetón sanios el denominador, y tenemos: 


8 H V - (2 * ,) (4 - a,* 7} ‘ jÁT ) + ( 4 -W) } Sc " ; 

Quitando denominadores, obtenemos: 1 = A(4 - 2z + z 2 ) + (Bz + C) (2 + z) 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


U 4íl“ 2Az + Az 2 + 2B.z 4 Bz- + 2C + Cz 
1 = (A + B) z 2 -r (2B - 2A + C)z + 4A + 2C 


Para determinar los valores de las constantes, formulemos las siguientes tres 
ecuaciones simultáneas: A + B - Ü t 2B - 2A + C - 0 y 4A + 2C = 1, 

Del sistema de ecuaciones simultáneas resulta: -A=“,íl = --^-yC = -i. 

12 12 3 

Sustituimos estos valores en la ecuación I, y obtenemos: 

1 1 _ V12 (-1/12)3 + 1/3 

S+z 3 (2 + s){4 -2z + z*j (2 4^) (4-2£ + £ S ) 

Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 

,1 _ T . * 17 1 / 10I ,, j. 1 /-il j-í* 



Resolvemos directamente la integral (T), y resulta | 

Para la integral (5), tenemos: 



de - (-2 4 2z) dz 
du = 2{z — Y)dz 


En el numerador de la integral* debemos tener (z - 1) dz para completar el 
diferencial de la variable, es decir: 



1 r ¿te _ J_ r + i)tfc _ _ ± f (*~ d2 = _ J_ f_ & 


Ir dz 


v ® ® 

Para la integral =5), sabemos que dv = 2{z-l)dz t por lo que, aplicando directa¬ 
mente la formulad, tenemos que: 



Observamos que las integrales y (H) son iguales, por lo cual: 
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UNIDAD 2 


I r dz 1 r dz I r dz 

3 ^4 — + z") 12 J {4-2z + s B ) 4 3 (4-2Z+Z 2 ) 


En esta última integral identificamos que la expresión 4 - 2z + z l (que orde¬ 
nadamente es: z 2 - 2z + 4) es de la forma az 2 + bz + c. Completando el cuadrado 
para Z‘ - 2z + 4, tenemos: 


z 2 -2s + 4 - <z' ¿ -2z + 1, + 3 


- 2z + 4 = fe - l) 2 + 3 

Por lo anterior, resulta que: - I-—-= — í- 

4 ^( 4 -2z + z z ) 4^-1 f 

Aplicando directamente la formula[l8L resulta: 


7Í 


dz 


4J(í-1)%3 4LV3 


1 (z — X)' 

— are tg 


S 


4 C = —- are tg Íí-Jl + c 
12 V3 


Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral para obtener: 


f ——— j = — ln (2 + z) ——In (4 - 2z + z 1 ) +■ are tg ^ £ + C 

19 ' f 9A V t 10 \S 


8 + f 12 ' 24 v ' 12 

Aplicando las leyes de los logaritmos, resulta: 


■3 {*-1) 


f dz 1 (2 +a) , _ 

*v -- = — ln 7— --T- h -are tg -—=^~ + C 

- S + z 3 24 {4 - 2z + z ¿ ) 12 V3 


(4a: “ 2) dx 
~2x 


2, Hallar la f \ - 

J ar - ar + 

Solución 

Faetón zainos el denominador, y tenemos: 


4*~2 


4*-2 


Bx + C 


z 3 -x- + 2x x(x--x + 2) x (ac'-i + sjj 


> Ecuación I 


Quitando denominadores, obtenemos; 4# - 2 - Afr 3 - je + 2) + (, Bx + C) t 

4x - 2 = Ax 2 - A* + 2A + + C* 

4a - 2 - (A + B)x 2 + ÍC~ A)r + 2A 


Para determinar los valores de las constantes, formulemos las siguientes tres 
ecuaciones simultáneas: A + B - O f C -A = 4 y £A = 2. 
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MÉT0PÚ5 DE INTE .jF.-.CIvN 


Resolvemos el sistema de ecuaciones simultáneas, y resulta: A - 1, B - - 1 y 

C - 5. 

Sustituyendo estos valores en la ecuación / a obtenemos que: 

4a - 2 _ 4x - 2 = 1 . -x + S _ 

x 3 - x“ + 2x x(x* -x + 2) x (x 2 -x + 2) 

Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 

r (4 jc - 2) d-x rdx _ f (-* +■ 5) dx 
J (x 3 -x a t 2x] ^ i ‘ (jí 2 -* + 2) 

Resolviendo directamente la integral (T) f resulta: J —- = In x + C 

X 


Para la integral ©, tenemos: {= í + 5 Í (7^71) 

@ @1 

En la integral (2a) + tenemos: v - x' - x + 2 

dv - (2x - 1) dx 
dv = 2(x-V2)dx 

En el numerador de la integral, debemos de tener (x. - 1/2) dx para completar 
el diferencial de la variable^ es decir: 


r x dx r (x-lf2+ 1/2 )dx r (x —1/2) dx Ir dx 

J (x 2 -x + 2) (x 2 -x r 2) J (x s -x + 2) 2 ' [x' ¿ ^x + 2) 


En la integral ©.sabemos que dv - 2{x - 1/2 )dx, por lo que aplicando di¬ 
rectamente la fórmula jjT], tenemos: 


_f (* = - A ] n (x a - * + 2) + C 

J(x 2 -x + 2) « 1 * 


Observamos que las integrales 
5 


2 

y 


son iguales, resultando: 


f dx 1 i 

dx 9 | 

r dx 

J fx a -x + 2) 2 J 

(x 2 - x * 2) 2^ 

Ux i -x + 2) 


En esta última integral observamos que la expresión x* -x + 2, es de la forma 
ox £ 4* bx + c. Completando el cuadrado para x ¿ -x + 2, tenemos: 


x E - x + 2 - |,t" -x + 1/4, + 7/4 
x a - x + 2 = {x - 1/21 1 + 7/4 
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UNIDAD 2 


Por lo anterior resulta que: — \-rr~ —\ -" ■■■—— 

4 2¡(x ¿ ~ x ^2) 2 i (*-l/2) J +7 

Aplicando directamente la fórmula ÍIBL resulta: 


dx 


f 4 


-í 


dx 


1 A (jc - 1/2) 

-~r- are tg - - r —- 

v'7 V7 


„ 9V7 , (2x -1) „ 

+ C =-are tg-¡=— + C 


2 J (a- l/ 2 ) z + 7/4 2 

- L 2 2 

Escribiendo en forma unificada el resultado de cada integral, tenemos: 

f (f-f )áX .ta.-lfal’-x + aU^TCtgg^ + C 

J r a - X 2 -í- 2.r 2 ^ } 4S 


Aplicando las leyes de los logaritmos resulta: 

f \ 

x-Zjctx . 
a-^-= 


| (4jc -2)fír 


a j - a" + 2a 


■VA -A -I- 2 


9 V7 (2a-1) 

+ -—— are tg x -■ w""' + C 


49 


v7 


Caso IV. Los /actores rfef íteiraiwmacíwr san Itrceaíes y eEíadráíieas fpri 1 
mero y segundo g rudos) y algunos de las factores cuadró tiros se 
repiten. 

En este caso t a todo tactor cuadrático x' ¿ + px + q que se repite n veces le 
corresponderá la suma de n fracciones parciales, de la forma: 

At + B Cx+ D Kx + L 

- y -- +-t- 

fx* + px + q'f (x + px + q ) ft x~ ±px + q 

El método para integrar expresiones de esta forma consiste en reducir la inte¬ 
gral a una integral inmediata por sustitución trigonométrica. También se reco¬ 
mienda el uso de la siguiente fórmula de reducción directa. 


i 


du 


+ 2 (n -l)n ! 


-“- 1 + { 2n -3)f- — 

(«* 4 o 1 ) 1 J (» E 4 «■) 


EJEMPLOS 


1. Hallarla ! 


I 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


Solución 

Factorizamos el denominador, y tenemos: 


s 3 +3r+ 1 _ Ax + B Cx + B 
(*•+i) a " (* 2 +1) ! " (* 2 +1) 


Ecuación I 


Quitando denominadores, obtenemos; a 3 + 3x + 1 - Ax + B + íCi + D) (x 2 + 1) 

r* + 3x + 1 = Ajc + B + Cx* + Cx + Dx 2 + D 
x + Qx + 1 = Cjc 3 + Dx 1 + (A + O x + B + D 


Para determinar los valores de las constantes, formulemos las siguientes 
cuatro ecuaciones simultáneas: C = 1, D-0 t A + C ss 3y.B+Z)-l. 

Del sistema de ecuaciones simultáneas, resulta: A = % B - 1, C = 1 y D - 0, 
Sustituyendo estos valores en la ecuación f, obtenemos que: 


X a + 3-r + 1 2r ■? 1 j x 
(* ! +1) 1 " (* 2 + i) s + (* J + x ) 

Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 


íx 3 + 3* + l) dx |* (2x -s- 1) í/jc r x dx 

-ÍJW 1 t¡ F^ 

©' ® 


En la integral (T), tenemos: 


f {2JC l) dx 

1 (s+f 



Resolviendo directamente la integral resulta: 




En la integral tenemos que: 


u ~ x 
du = ci* 



Es decir: 


C dx _ f du — 

J pTif =J («•+»>)• 


Apí/concío ti método de 
mstitución trigonométrica 


Como se tiene (u ! + q 2 )\ e) cambio de variable es: u = a tg z, de donde 
u £ = á 2 tg 2 c y también du - a see 2 £ dz. 
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UNIDAD 2 


Efectuamos la sustitución en la integral, y tenemos: 


/ dit r o 

J / a 2 \^ J / $ 


o sec* z dz 


=í 


o sec z dz 


W 


a sec z dz 


(« J *a 2 ) '(o’Vz + a 1 ) J [ 0 3 (tg 2 í + l)f J (aWí)’ 


f a sec J zdz 1 r dz Ir - _ 

- J —i - — = — | —— - — í eos z az 

' u sec^ z q* * sec" z a - 1 

En esta integral resultante, aplicamos el método de integración por partes: 

1 f 1 f 

—J eos 2 z dz = — f coa z eos z dz 

Aquí tenemos: u = eos z dv = eos z dz 

du ™ -sen s dz j[ dó - j" tes z dz 
li - sen z 

Sustituyendo en la fórmula de integración por partes„ tenemos: 

Jií dv - uv - J v du 

— | eos 2 i dz = J eos z eos s dz = —r¡- f eos .z sen z - j sen z (-sen z dz) 

1 1 f 2 , 

= s eos z sen z + — sen z dz 

fr 4 r* J * 


Si en la expresión [sen s z dz sustituimos sen^'z por l-cos 2 z,, por ser tina 


identidad resulta: 



eos ¿ zdz = -i-tos zscin z + j"^1— cos’ J zj dz 

dz = -icos zsenz + -ij dz - -i-Jcos 3 z dz 
zdz eos 2 z dz + ™ tos z son z + ™ + C 


2 

eos z 


tos 2 í efí = — (eos z sen z + z) + C 
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MÉTODOS DE [JíTEGEiACtáíí 


* a ( CÚS 5 se11 i + z ) i . , Resultado parcial 

j ce , 2 *<h - * -^-+ C --{eos ¡n(egml @ 


Op . . 

De u = a tg z tenemos que: tg z = — = ——; asimismo: 

a Ady 


é w 

Z = are tg “ 
a 


Trazamos un triángulo rectángulo y aplicamos el Teorema de Pitágoras, y 
resulta: 



(Hip) = (Op)_+^Ady) | 8611*=-, 

Hip =■ y't ¿ 2 +■ a 2 t-j | 


Vk 3 + a 3 


COSÍ = 


i £ 

+ a 


Sustituyendo el resultado parcial, tenemos que: 


1 , \ n 1 

- eos z sen z + z ) + C = — 

2 v f 2 


f \f 

a 


( 2 L I 2 

^ -y u + ft" ) V, y t¿ + a 

l( au \ 1 u , n 

2l u 2 da 2 a 


u 


u 

+ are tg “ 
a i I a 


t C 


Sustituimos los valores originales, y resulta: 


1 f 2 a 1 I ^ 

— J eos £ ít? = — 


„ \ | l íÉesuí/ado/íjiflí 

+ lj r 2 arC *** X + ^ J déla integral @) 


ZKx* 


La integral @ también puede resolverse por medio de la fórmula de reducción 
directa, es decir: 


2 1 
li - X 


u - X 
dll = £¿X 


a* = 1 n - 2 
a = 1 


Tenemos entonces: 
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UNIDAD 2 


f dx r 

V + 1 ) != V+“T 


du 


du 


, —~ T + (2tt~3)[ 

y+a 2 ) 


2 {2-l)(l) 


L(* !+1 ) 


t + [2(2)-3]Í 


dx 


(**+ir_ 2 


ir r ) i r 

5U= + iJ + U(Zn) 


En esta última integral, aplicamos directamente la fórmula fl8 3 resultando 


1 C dx 1 

2 J (* 3 +0 


— are tg jc -i- C 


Por lo tanto, se demuestra que se obtiene el mismo resultado para 

dx 


■í 






En la inte¡fral(2) aplicamos directamente la fórmula fifi, lo que da: 


f t-j—— r = — ln (i 2 +1) + C 

J (x 2 +1) a ■■ } 

Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos: 

I* (** + 3* +1) dx i if x \ i i 

J (jt s + l) {^ a + l) 2W + V 2 b 2 '■ f 

f (* a +S* + l}d* 1 I, , „ , 

" J y + i) ! = ¿yy + I arctBa:+ l In (* +1 ) +c 

2. Hallar la f . 

%(/-4y + 5)' 

Solución 

Pac te rizamos el denominador, y tenemos: 


y-2 


A By + C Dy-b E 

“ — + -'—“—~ -i- ^ 1 - S- Ecuación I 


y (y 2 -4y + y (/-4y + 5) 2 y 2 -4y + 5 
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MÉIODÜS DE INTEGRACIÓN 


Quitando denominadores, tenemos: 

Aiy 2 - 4y + 5 P ■* (By + O y + (Dy + E) (y) (y* - 4y + 5) 
y _ 2 = A(y 4 + lSv 2 + 25* 6y :1 + IQy 2 - 40y) + By* + Cy + (Dy + E) (y - 4}'" + 5y) 
v „ 2 = Ay 4 + 16Ay" + 25A - 8Ay :J + lüAr - 40Ay + By 2 4- Cy + Dy A - 4Dy A + aDy* + 

+ Ey a - 4£y 2 + 5Ey 

y -2 = (A + I>Y + (-8A-4D + ¿£)y a + Í26A + B + 5D -4£>y ! + Í-4ÜA + C + 5E)y +■ 25A 

Vara determinarlos valores de las constantes, formulemos las siguientes cinco 
ecuaciones simultáneas: A. + D - 0, -flA ~4D + E - 0 t 36A 4 B + 5D- 4fi = 0, y 
- 40A + C + 5£ = 1 y 25A = 2/ 

Resolvemos el sistema de ecuaciones simultáneas, y resulta: 


A-- 


_ 2 _ 

25 * 



3 2 

C = --. D = — v £»- 
5 25 


± 

25 


Sustituyendo estos valores en la ecuación /, obtenemos que: 


y [y 1 '4y+5) 2 


-2/25 (2/5)y-3/5 

y (y' - 4y + o) 


(2/2ó)y - 9/25 

(y'-^v + ó) 


Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 


r (y - 2 ) d y _ f 
J y(/^4y,5f 25 ^ 


dy ^ f |(g/5)y-3/&lrfy ¡ r 1(2/ 25)y - 8/25] dy 
( y =_4y+a) a + (/-4y + 5) 


|. {y-2)dy _2_ [ dy + 2 [ __ydy ____ 3 r_ dy __ 

J y (/‘ - 4> + 5) 1 ' 25 J > 5 (y S - 4y + ó)" 5 (y 2 - 4y f sf 

© (D ’® 


. 2 1 

ydy 8 r 

dy 

25 J 

'(y s -4y + 5) 25 J 

(y 2 - 4y + 5) 


© ® 


Resolvemos directamente la integral ©, y resulta: -—-J ~ - 

En la integral©, tenemos: l\ —-j = ^|(y ,: -4y + 5) ’y4y 

5 ^y : - 4 y + 5| 3 " 


lny + C 
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UNIDAD % 


Ahora identificarnos: v - y a -4y+E n = — 2 

dv = (2j-4)úíy 
dv = 2(y-2)dy 

En la integral debemos tener (y - 2) dy para completar el diferencial de la 
variable; por consiguiente: 


- I (y s - 4 y ■+ S) J y dy - j J (y" - 4y + o) (y - 2 + 2) dy 
& 0 


- | [(/ - + 5 )" s (> - 2 H r + (r - 4y + 5 )~ 2 ^> r 

O E) 


Aplicando directamente la fórmula [T], en la integral resulta: 


ll(y-4y + 5)(y-2)dy=[ff£j 

Se hace notar que las integrales @ y (3) son semejantes, por tanto: 

4 r dy 3 r dy __ 1 r_ dy _ 

5 (y £ - 4y + &) 2 5 (y* - 4y + s)" 5 (y £ - 4y + 5) 


(/ - 4 y + 5 ) 
-2 + 1 


C=- 


5 (y 1 - 4y + 


+ C 


En la. integral resultante, identificamos la expresión y s -4y +5, que es de la 
forma ay 2 + by + c. Completando el cuadrado para y 2 - 4y + 5, tenemos: 

y* _ 4y + o = 4 y + 4 + 1, es decir: 


y* - 4y + 5 = (y - 2)* +1 


Por lo anterior, resulta que: - f --—--y = - í 7 - 

5 J (y ! -4,- + 5) 6J [(y-sV + l] 

Aplicamos la fórmula de reducción directa, y tenemos: 

Si y = (y - 2} 2 y - 1 n - 2 
u = (y - 2) a = 1 
dii ~ dy 

Es decir: 
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MÉTODOS PE INTEGRACIÓN 


dy 


*41 


du 


2 f__, 

5 J [(v-2)%lf 5‘ 2( n -l)a’ 

_ I F 


1 - - - r +(2n-3)f-- — r 

(¡4* + ^) V 40 *) 


5j 2(2- 1)(1) 

(y- 2) 


[y - 2 ) 


[b - 2) J 


4 1 


1-1 


Í2(2)-3]j 


dy 




10 


[(V - 2)’ 


+ ij dy 


10 (y - 2 )' +1 


En esta última integral, aplicamos directamente la fórmula [18|, resultando: 

—.1 ----- iEfírJg^f—2) 

10 j ( 3 '- 2) 2 + 1 10 ; 

Es decir: i£-*- ( - V " 2) 

K J 


5 [(y - 2) 2 + l|" 10¡(y - 2 ) e +■ i] 10 


+ — are tg (y - 2) + C 


En la integral@ , identificamos: v ^ y 2 _ 4.y + 5 

di' = (2y - 4)dy 
dv = 2 (y- 2)dy 

En la integral debemos tener fy - 2) dy para completar el diferencial de la 

*ÍEÍ5VBfcki, ’p'US KwAíVl 


2 r ydy 2 

* (y - 2 4 2)dy 

25 J (y 2 - 4y 4 ó) 25 J 

(y*-4y + s) 

Aplicamos directamente la fórmula 

2 r (y -a) ( 

Í)(Ü ln °" 

25'(y s -4y + 5) l 


i f i_r 

25' í v' - 4 y 4 5^ 25 


4 1 

1 dy 

25 J 

Í/-4 y + 5) 


+ C 


Entonces observamos que las integrales y (5J son semejantes, por lo cual 
operamos: 




dy 


-"I 

J 


dy 


—í-f- 


dy 


2S J (/-4y + 6) 25 J (/-4y + 5) 25 J (y* -4y + 5) 

En la integral resultante, identificamos la expresión y 2 — 4y + 5, que es de la 
forma ay 2 + hy + c. Completando el cuadrado para y 2 - 4y + 5, tenemos: 


1”5 



































UNIDAD 2 


De lo anterior resulta 


y -4y + 5 = i y 2 - 4>' + 4, + 1, es decir: 
/ ~ 4^ + 5= (y-2) 2 + l 


que: 


4 p tfy 
25 J (/-4y + 5) 


4 |- rfy 
25J (y-2) z + l 


—~\ » r 

Por la fórmula 18 tenemos: - — 

— Ofi J 


. |--_ _ . — arc tg (y - 2) + C 

25 J (y-2) ¿ + l 28 


Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos: 

■ (y-2)dy 2 1 {y-2) 1 , ^ 

----—“ = - ■“ ln y - ■— 7 —-r +-f--- t 4- — are tg f v - 2) 4 

j(/-4y + 5) 25 ‘ «{/-4,+ 5) 10 [(y- 2 )Sl] 10 


+ — ln ¡y' - iy + 5) - -4" are tg (y - 2) t C 

2¡j ' 2.n 


-í 


(y~2) dy = J_ ln ( f - 4y 4 5 


y (y* -4y 4 g)‘ 25 


y 


_ A arc tg (y - 2 } - // ^ v 

oO lü [ y - 4y +■ SJ 


+ C 


Ya que hemos analizado el método de integración de funciones racionales, 
concluimos con el siguiente teorema general: La integral de toda función 
racional, cuyo denominador es posible descomponer en factores reales de primero 
y segundo grados, puede hablarse y puede expresarse en términos de funciones 
algebraicas, logarítmicas y trigonométricas inversas, es decir, en términos délas 
funciones elementales. 


EJERCICIO XII 


í. Comprobar las siguientes integrales i n definid as „ aplicando el método de integra¬ 
ción de funciones racionales por fracciones parciales (caso I), 


1. 

2 . 


I 

í 


x - 9 6 \ x + 3 J 


+ C 


(6£ a - 2f - l) dt i 

1 -i- — «Tin 

4 d-t 4 


t*{2t + I a J 
(2t - 1 ) 


+ C 
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MÉTODOS DE INTEÚMCIÚN 


p(2í + 3 )d¿ 

(^- l) 5/lí 

3 - J s = +2 =-2, _l!1 

_**'*(*+ 2) 1,B 

J5x 2 -3)dx 


4. i —^-ln* J *‘ -1+C 

J a' — x 


f (y +1) 4v 

(v-2) ay ^ 

5 

U u, (j +*)*'" 


r (4x + 3 )dx_ 1 (2jc+1)(2j + 3) , ^ 

6l J 4x a + Bje* + 3x 2 a S 


r (5a-2) da „ 1, 

1 J x 2 ^4 4 [ (2x-l) 


+ C 


1)" 

(2x-l) 

. (,«+^-^-4,4 17)* r fr ,^ fr _ lf U r 

J * 3 4* a -5i + 3 2 U-l) 


J 



\T(x-2 ) 3 ' ! ' 

/tí*- 2* 

{* -1) J 


+ c 


10 - Í7rín = i ln l ( * +1)(j; " 4)1 i +c 

11. r 1 - + 31 - 4 ) rfjt . x H. in[( g + 2) (x - 4/ ] + C 
J x - 2* - B 1 J 


,{4x 8 + 2*' + l)dx 1 

”{2a + l) (2 a - l) 3 ' 

4* 8 -* ‘ “V* 

x 2 


¡L Comprobar las siguientes integrales indefinidas* aplicando el método de integra¬ 
ción de funciones racionales por fracciones parciales (caso II). 


x - J (x- l) 3 2(*-l) 

, (£.l4^1 = 2* + i + 2 ln (* 2 + 2*) + C 

J v 3 ± 9. v 1 9. x ^ ' 


3 - ix 


4C 


. í* 1 - 3 ) dx 2 * 

J x 3 + 4x 2 + 5a + 2 (* + 4 





































r?’JDAD - 


nr. 


í 4 dt t 


-í.i-0 

r í J 


— = - iít - in ÍI - 1 ) 


6 8 í ~ 7 


2(1 -¿V 


+ C 


~ — =]n(z- 2 )---r + C 

' (3 - 2) \z - 2) 

r dú í 04 t¡ I 

6 . ;- 7 = ln - — + C 

J e' +o J L g o 


7 - J 
»■ f 


(* 4 ~ :l 5 - t - l) dx l 


.v - x 


(or -h 12 1 + lj di 


t 1 3r - 4 
r (5.v í- 3) dx 

I __ i 


“ —-- + 2 111 f --Í— j + C 

^ .t U- - 1 ) 

= in > +C 


jc t 4 jc 14 


- 5 tn (.v +■ £) 


(* + 2 ) 


4-C 


10 . 


11 . 


12 . 


|- íx" T lj íú' 

I —“-ttt - - -V - 4 ln (.v + 2) - 

J {xH-2 y ■ [x + 2) 


r + C 


J.v 


1, 7 a-4 31 I 


- ... | É | 


r + 3.v 9 


- — + C 
3a 


í - 3.r - 7) Ja 3 n 

<77^(2, .. 3 ) = (Tnr - 5 ln 1!+ y ln (2x - 3) t c 


Comprobar las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método do integra¬ 
ción de funciones racionales por fracciones parciales i'caso III). 

4j?W* jl 

1 i r+ai' + a = 7 in ('" +2 )™ tsíTC 


2 - J 


x' d* 1 „ ¡ 2 + x') 1 x 

——- = — Ln 1 ,-are tg — 4- C 

16 x" 8 \ 2 — xj 4 2 


r \ X 4 X ' t- X + 3 ] f/.V 

*• ' ir.r 

i" dx 

1 ¡TTd 


= ln xx' + 3 + are tg x + C 


A' X * - 1 
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MÉTODOS DE INTEGRACION 


IV. 


J. (/ - 2x* T 3x s - X T 3 ) dx __x*_ t J 

J " y 3 ^ 2* 1 + ¿x 2 


75“ 

Ip - 


2* + 3j 


+ C 


6 . f 

J x{x -xr2) k 


T,' 1 1 -1 + 2 


+ 4 are tg (je - i) -r C 


7. 


( 4¿ 2 + 1 >) 


£¿£ 


s"+3 2 


= ln + 3j + C 


S. f ( y - ^ = ln (> - 1) + are tg y + C 


3 


i' 


(* - 2) (jt ! + 4) 


= 2ln 


/ 3 j 

x + 4 

x-2 


r (* + !)<** = ¿ ln 


f ~ 2 "i 1 x 


10. J—5- 

* 1 T 


4x e 


: 2 +4J 2 


- arctg - + C 


.Í3* s -Si + 8W r, „ .,1 8 . (2JC + 1) 

11. í x 3 - x 3 — i =ln fí x - 2 H ic ^^-2)j-^7 alret g^- + C 


12 f ——— = —ln f ^1 - — are tg 2i + C 
1£ J 16t 4 - 1 & Ui + V 4 


Comprobar las siguientes integrales indefinidas, aplicando el método de 
integración de funciones racionales por fracciones parciales (caso IV). 


1. 


í 


x 4 +x 2 


= — --are tg X + C 


1 ¡ 


2z dz 


{,*+i)(z + ir (*+D 


are tg z + C 


, Ut 2 + 2f + s)üí£ f t 2 \ 

3 ' ^ t(tU2f " n i.^2j + (2í 2 +4) ' 4 


t V2 . t 

+ -— are tg r L 
72 
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UNIDAD 2 


V. 




ñ 


(*M 

1 


5. j (^ 4 >> = l ln(i + 2)t , 

J (V + 2) S 2 1 > (y + 2) 

r | x :i 4 2x~ 4 djt + sj dx ]_ / ^ 


+ C 


> í 


(* 2+4 ) 5 


- — In 
4 


7. 3l n (/ + l)- 


V 

3* 2 


x~ +4 


+ “ are tg _ 4 —r-r-r 

16 2 8(*' + 4) 


+ C 


(* í + l) 2 (* ! + 1 ) 

f (fif 4 - 7t 3 4 2Sí 5 - 26í 4 41.) é/í 

8. p-— 


+ c 


, . =2¡n(( + 3) + -¿-arctgi^=^ + 

(t43)(í 2 ^2í 4 4) 3^3 V3 


r Í2x 2 - x + 2) clx 

9. ' =ln 


4 2aP + j 


^ a \ 

:r: 

x 2 + 1 


2Í-11 

^e(í £ - 2 f 44) 


1 JC * 

- are tgx - — 7 —-r 4 C 

2 2(** + l) 


10 


. J 


18 dt i 2t í 

= — are tg — 4 --— 4 C 


(4í a 4 9)^ 


6 


e (4 í 4 9 ) 


. Jj>v- ^ - £ 

11. -— = -arctgz4-^ r — f+ C 




2(^ + l) 


12 


f í^c 3 + x - l) y—- 1 

—-— = ln ^ r‘ 4 1 — — are tg x - 

■ J (*>+■ i) ! 2 


: (* 2 + 1 ) 


4 C 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales y comprobar los resultados 
por diferenciación. 


1 ñ 


(t - 3) dt 


+ i 


= 1 


(y 3 - 2 ) dy 

7* e" - 

y -y 


3 -1 

* J 


(2 - z 2 ) dt 

z 3 4 3e 2 4 2z 


(3 - *) dx 
x s + 4x 2 4 3x 


180 



































MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


t f 

. (Sí 2 +7)dt 

la. J 

[z + 2)dz 

5. J 

(í + lXi + 2)(f + 3) 

z 4 + + z 2 


* -ajdjc 

(íUfti + S) 

r 

(2a; 4 +3jc j - 2Qí — 28) dx 

6. j 

20. J 

(^-4)(2x-l) 


r 9y £ d.V 

21. I 

flfy 

J 

1 (2y + l){y + 2) 2 

(y + 2)(y ! + l) 

8. 

p 8dz 

22. j 

. (2.x z -v k * 3^ dx 

f* 4- l)(x £ + l) 



C (3r + 7)f¿r 

03 J 

(5.v a “43c) dx 

9, J 

(x -i- 3)(a: + 2)(* 4 l) 


x* - 16 

10. 

Á3y 2 + lly+ 2)í/y 

1 (>' + 3) (y 2 - l) 

24. J 

(4 y 1 + 2y) dy 
(/ + l)(y + l f 

11. 

(■(*’ - ! ) ¿t 

J - .v 

25. J 

. (2jc 3 + 18) di 

U + 3)(* 2 + 9) 

12- 

At 2 ^ f -5]ííí 

J +5í‘ 

26. J 

■ (í + lO)rfí 
t z + 2t * + Sí 


r z" dz 

27. J 

, [ x' 4 3] dx 

1 (í*l)(jT + l) 

13. 

‘ (2s * 3}(4s s - l) 

14.. 

- (x 4 -Sx^dx 
j(x* -!)(*- 2) 

28. 

,(3> <a + 3y + l)dy 

' y^3y 3 

15. 

.(ay 3 “3)fiíy 

J y‘ - 9y 

29. 

? {4x $ + 3x 2 + 18x + 12) dx 

J m 


. ( 2x 2 + l) dx 

J (*-2)“ 


(2x 3 + 9jc)c£x 

16. 

30. 

> (i 2 + 3 ){í 2 -2x + a) 

17. 

r ( 24x* + IOjc + 5) dx 

J (2jc - 1)(2jt + 1)“ 

31. 

* ( 2 / 4 3y + 2) dy 

■f y 3 + 4 y' 1 4 6y 4 -4 


. (5y a + 14y ■+ 10) dy 

{y + i) s (y * 2 ) 

32. 

f (z 4 3 ) dz 

16. 

j 4 Z 4 + 4z a 4 z 2 




































UNTID-AD 2 


33. 

r rfj/ 

V*i) ! 

41 

+ 4x a -4x 2 

' (*’+*)' 

34. 

f (x+ 3) t£a: 

^ x a 13x 4 2 

42, 

f (x* -i- 6x - l) dx 
* x 3 - 7x 3 + 15 jc - 9 

35. , 

í, w 


: dx 


43, 

J **(** + 3) 

36. J 

p 4 l}d!x 

x 3 +x 2 + x 

44, 

f (4y~2)4y 

J y*-3?-2y 

37. j 

■ (f 3 + l)cfí 

i & +2í a + f 

45. 

f + x + 2) dx 

1 * £ - 1 

38 + 1 

■ d* 


f (Sr 2 - llx + 5) dx 


46. 

i 


e - 3e r 

Jt a - 4x 2 -r 5x - 2 

3S J 

(/+/-5y + lS)íiy 
(/ + &)(/ + 2y + 3) 

47. | 

[2t* - 2í + l) di 


2é s -í* 

40. J J 

(* 4 tfíx 3 + 2x T l)dx 


(s* 2 - x 4 l) di 
z 3 -* 2 

{** + x) (x a 4 l) 

48. 
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¥ OH MSQ00 m MmC# ? OH OTYTOOT 
DE UNA NUEVA VARIABLE (MÉTODO DE 
INTEGRACIÓN POR RACIONALIZACIÓN) 


Introducción 

Las funciones algebraicas no racionales, son aquellas que contienen radicales. 
Sólo algunas cuantas de ellas se pueden integrar en términos de funciones 
elementales. En algunos casos, sustituyendo una nueva variable, dichas funciones 
pueden transformarse on funciones equivalentes que o son racionales o se 
encuentran en la lista de las formas elementales de integración. 

EJ método de integrar una función no racional, reemplazando la variable por 
una nueva variable de manera que el resultado sea una función racional, .so 
denomina migración por racionalización . Este método es considerado como unu 
de los más importantes riel cálculo integral, 

C a so L Un a exp cesión que con i iene sotam en tepof ene ias fraccionarias 

de x puede transformarse en forma racional mediante la 
Ruáítluctón í = i", tiorit\e n ifl nt tri-w i wíiípi 

los expone riles fraccionarios de x. 

En este caso, x, dx y cada radical pueden expresarse racionalmente en 
términos de la variables, 


EJEMPLOS 

1. Hallarla fí££±í¿^L. 

Solución 

Como n = 2, sea x = entonces = z :j y dx~2zdz. 
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UNIDAD Z 



Con baso en el caso II del método de integración de fracciones racionales, 
tenemos: 


lOz 3 + lBz 


A B 


C D_ . E 



(z + 3) {z — 3) z 


(z*3) (£-3) 


Quitando denominadores obtenemos: 

lü? 3 + 18í - a(z 3 )(í - 3) + 3|V )(í + 3) 4 C (s 4 3)(í - 3) + D {z)(z 4 3){í - 3) + 

+ ^ 2 ){í4 3)(z-3) 

10£ 3 4ia£ = A(2 4 -3z 3 ) + i3(2 4 +3z 3 ) + C(z í -0)4 D(z 3 -&z) + E{z* -9z e ) 

10z 3 + lBz = Az 4 - 3Az 3 4 Bz 4 4 3Bz 3 4Cz £ - 9C 4 Zíz 3 - 9 Dz + Ez 4 - 9Ez 2 
10í a + 18* = (A 4 B 4 E)z* 4 (35 -3 A + D)z 3 4 (C - 9£)z 2 - 9Dz - 9C 

Para deter mi nar los v alores délas con stantes t formul erao s 1 as s igui entes ci neo 
ecuaciones simultáneas: A + B + E = 0, 3B - 3A 4 D = 10, C » 9E - 0, — 9D = 18 
y - 9C = 0. 

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultáneas, resulta: A --2, 5 = 2, 
C = Ü>D=-2 y Ex 0. 

Sustituimos estos valores en la ecuación I t y obtenemos que: 


I0s a 4 lSz -2 2 0 -2 0 


(z + 3)(z-3y (z + 3) T (z-3) + Z V% 


Por lo tanto, nuestra integral queda expresada por: 



Resolviendo directamente cada integral, resulta: 



z-3) 2 

- + — 4 C 

Z 4 3 ) z 


De x = z 2 > sé obtiene que 2 - V#; entonces tenemos: 



184 





















MÉTODOS DE IWTEGRACIÓK 


2- HaUarlaJ ^^-^ . 


Solución 

Como n = 8, sea * = z a : entonces x 5 * = z s , * UB = z y <¡X = fe T dz. 


De lo anterior, tenemos: 

dx r8z dz 


r dx _ r &dz _ f 8 ¿dz = B f£^L 

) ^ _ X UB i £ - í J 2.^ 4 - í) 1 a" ^ 1 
Dividiendo, resulta: a f = a f f £ s -v ■— 7 — jdf- 8 jVífe + &j - 7 -— ’ 

J * 4 - 1 (g ffi 


Resolvemos directamente la integral (T) por la fórmula 3, resulta. 


s[ s ! dz - 


8e 3 


+ C 


En la integral ( 2 ) aplicamos el caso III del método de integración de fracciones 
racionales, con lo que resulta: 


fiz 


8z 


Az + B Cz + D 
+ 


1 




,*-r(.* + i)(,*-i)"^^) í* 3 - 1 ) j 

Quitando denominadores, obtenemos: 

S z £ = (Az + B) ( 5 * - l) + (Cz +1?) (z 2 + l) 

8s 2 = A? 3 - As i- Bz 2 - J3 + Cz 3 + Cz + Dz 2 + £> 

Sz* = {A + C)z 2 +[B + f>)z 2 + (C-A)í + D-B 

Para determinar los valores de las constantes, formulemos las siguientes 
cuatro ecuaciones simultáneas: A + C = Ü T B + D = S s C - A = 0 y D - B = CL 
Resolviendo el sistema de ecuaciones simultáneas, resulta: A - 0, B= 4, L - U 

Sustituimos estos valores en la ecuación /, y obtenemos que, 

S z 1 _ (D)z-i-4 (0 )z + 4 

z 4 -l~ («& £ + l} + i**- 1 ) 

Por lo tanto, nuestra integral ©, queda expresada por: 


,[¿ 1 * ,*f * + 4 f-£- 

J z * _1 j z 2 + 1 J Z 2 -1 
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UN I DAD 2 


En la integral aplicamos directamente la fórmula [T&] s de lo que resulta: 

, t dz 

4 J ' z = 4 are tg z + C 

En la integral aplicamos directamente la fórmula ¿9], lo que da: 


J 


dz 4 , 

= — ln 


z-1 2 U + l, 


z - 1 


i- C = 21 n 


z-1 
z t I 


+ C 


Escribimos en forma unificada el resultado de las integrales (T), 
tenemos: 




* di 8 z L 


r z dz 

J 2-1 " 


r 4arc + tg jt + 2 In 


z-1 

itl 


+ C 


De x h * — ^ se obtiene que = i’ 3 '' 3 ; entonces tenemos 
<lr 8.r 


-J 


+ 4 are tg jr + 2 In 


í^-í 18 






+ C 


y (2b) , 


C as í> rr, Una expresión que contiene solamentepotenc ias fra ce ionarias 
de a + bxpuede transformarse en forma racional mediante la 
sustitución (a + hx) = z" 3 donde n es el menor denominador 
común de los exponentes fraccionarios de la expresión (tt + bx). 

En este easo r x, dx y cada radical pueden expresarse racionalmente en tér¬ 
minos déla variable z. 


EJEMPLOS 

1* Hallarla J "x %ja+x dx. 

Solución 

La integral propuesta también puede expresarse por: íx(a +x) 1/3 í£e, Como 
n ~ 3, sea (a + x) - x = (z* - a), dx = 32r- dz y (a + = z. 

Por lo anterior, tenemos: 

JJt(n + *) í,a da: = J(¿ a - a)( 2 )( 82 *<fe) = [(3í“ - 3nz 3 )cfe = 3 J ¿«dz - 3aj" z 3 dz 
Resolviendo directamente las integrales (T) y @ por la fórmula¡4~|, tenemos: 
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MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


t s , f 3 . 3/ 302* „ Vlz - 21az* 

3 J ¿ - 3a j z s dz - —-- - + C = 


4C = — (4* a -7aWc 
28 ' ' 


7 4 28 

De (a + ,r}^ = 2 se obtiene que a 4 = (n + tf) 4 ' 3 , y como z a = ía + x), entonces tenemos: 

}*^d* = ^|^[4( 0 + I )-7a] + C = 2í^|^-(4 a + 4r-7 0 ) + C 

/. \ x%¡a + x dx - - (a + 1 r)* ra (4* - 3a) + C 

J 28 

2. Hallar la f + 

J (vl+X-l) 

¿fafucirfn 

La integral propuesta, también puede expresarse por: 
como n - % sea (! + *)- z % , = 2z efe y (1 + x} m - z. 


f [< 

;i + *r + i] 

dx 

! 

[(1 «r- 



Por lo anterior, tenem 

Dividiendo, resulta: 

[z 2 -i- z'j dz 


f [(i + *r+i| 

dx 

r(z + i)(24cfe) rt f( 

H 

[(14 i) 1 ' 2 -] 

] ' 

1 í«-i) 


dz 


-i) 


2 Í 


(*-i) 


2 Í 


+ 2 




d* = 2ji<k + 4¡dz + 4 J 


® © ® 

Resolviendo directamente la integral (T), por la fórmula resulta: 

2j zdz = 2 2 + C 

Aplicando la fórmula ¡T], directamente en la integral ©, tenemos: 

4 1 dz “ 4z + C 


Resolviendo directamente la integral (5), por la fórmula [sj, resulta: 


4 Jí _ ^7i = 4l "(*- 1 ) + c 

Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos: 

























UNIDAD'2 


e U 2 +z)dz 

2 J = z 1 4 4z f 4 ln(z - 1} + C 

uaao que 3 = 11 +x)** y z* = {I + x\ entonces resulta: 

• (V1 4 x + i] dx . ,_ . _ 

" J / ; ~T" - (l + x) + 4\l + x 4 4 lll Ul + x - l) 

k' 1 4 X - lj ' * 


4 C 


EJERCICIO XII! 


L Comprobar las siguientes integrales indefinidas, aplicando d método de integra¬ 
ción per radonalizadén. 


!. J-*--hllz^L; 

J t Vi -t ( 1+7T- 

2- í 


+ C 


dx 


i 


V6 + x-x 
dt 

3 - J Tt (i+4t) 

w 


i-vT-7" 

V1 - í j 

j" 2* - 1 


— - are sen 1 - 

2 1 5 


4 C 


= 2Id(i + tÍ) + C 


JÍr , _ 

- ■ = ln , - 4 C 

1 -y,' 4 jc 4 I 4 1 J 


x y 4 x 4 1 I v 4 je 4 l 4 1 


5, f - ¿v - 2VÍ - 2 are tg Vjc 4 C 
J 14 x 

7- f -.,f y — - 2 are tg V>' +1 + C 

J y -y 

e ' I =2 V> + 4/'* + ln(y í4 -l) 4 C 


-y 


9. J Wl-Jt 3 dx =~j: (i-^P^ + Sje'^C 

























MÉTODOS de INTEGRACION 


10 . 


11 


í 


dx 


11 ( “Jx + 2—2 
(x - 2) Vx + 2 2 y^x + 2+2) 


+ C 


.í 


dx 


(x+i) u ‘+(jc+i r 


= 2 Vjc + I - 4 (í +1) 1 ' 1 + 4 ln |l + (i + l) J ' 4 ] +■ C 


12 . 


í 


di 


- JC + 1 


- ln |2 Vi" -r 1 + 2a; — ij + C 


13 j f *Vr^4 di - ¿ [t 2 + 4) 3 " : (15^ - «sr 4 128) + C 


14 r iLJ^ = ® x ^-£^ + 2^ a -6^ a árct«(^ e ) + C 

J i + í 3 ' 3 7 5 

f xdx - = - x 3!i - 3x 4- 1S Vi -54 ln Í3 + Ví) + C 
■ j 3+r 1 ' 1 3 ■ 

(2 V 2 - v7T4)(v7 - 2 


15 


16. J F* 


3 + x 1 '* 3 

di 


¡2t -VÍ- 4 


= 2 V2f + 2 \ ,r £ + 4 + 4 V2 ln 


í-4 


+ 0 


f í 1 -íl — --2 vl+ * ■§■ £ V£ ln 

" y 1 1 + x +2 


t 1 j 


+ C 


lg. f -(u + a) 2M - 3(w t + 3 ln + + a )+C 

J 1+Vu+a s 
19. J 


; in dx 1 


= — ln 


x *+ 2 í 2 ^ 3 x 4 {^x + l) 6 


Vx -1) V3 p « 

— -— are tg [— + L 


V 3 


|x + 2 


20 . 


f (« + 5 > Jx - = 2 V77a + V2 are tg » C 

J (x + 4)(x + 2f a ^ 2 


IL Hallar el valor de cada nna de las siguientes integrales y comprobar los resultados 
por diferenciación. 

dx r x 2 dx 


r dt 

i 7T? 71 


r ax 
“ x(l-Vi) 


.. J 


(4x + 1) 


6/2 


im 








































UNIDAD 2 


4- j 

r y d y 

1 (2 y + 3) - ' 3 

5 - J 

, (t 3,i -t íi3 )dt 

&t lf * 

6. J 

f (jf 4 3) íÍJd 

(x + 5) (* + 4) 1 

7 J 

r X dx 

7 ‘ J 

1 -V'2 + 4* 

8, j 

r ctr 

1 + Vj 

„ 1 

r dx 

9. J 

{a + 2)(x + l) ],: 


10 . j" 

11 . J 

13. J 

13. | 

14. J 

15. J 


i dt 

(a + btf 2 
dx 

v'3x[9 + (2je)“ 3 J 

dx 

(**i y ,t -{x+if* 

dt 

(í-2) ljra -(í^2) 8 '* 

tic 

x + 2 Vjc + 5 

(f + 2} dt 

3 


190 



















UNIDAD 3 


INTEGRACIÓN DE FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 





3.1 INTEGRACIÓN DE PRODUCTOS DE POTENCIAS 
IMPARES DE SENOS Y COSENOS 


Para integrar algunas diferenciales trigonométricas fácilmente, es necesario 
transformarlas en integrales inmediatas por medio de reducciones trigonométricas 
sencillas. 

Caso I. Solución de integrales de la forma! 

| aen m tí du, | cos n u du o J sen m w eos" u du , 

donde el valor de m o n cíe5e ser un número entero ¿josíííuíi 

impan sin importar el valor del otro. 


EJEMPLOS 

1. Hallarla jsen 3 axdx. 

Solución 

La integral propuesta tiene la forma J sen" 1 u du, en donde m = 3 y satisface 
la condición del caso L 

Factorizamos integrando, y tenemos - , f sen - ax dx = | sen sen nx dx. 
Aplicando la identidad sen 2 a* = l- cos 2 a*, resulta: 


j serró* sen ax dx = | (l - c.os ¿ ax ) sen oí dx. 

Multiplicando, tenemos: 

J(l-cos s ax'j sen úi dx = f $en ax dx - J eos 2 ax sen ¿ir di 
Resolvemos directamente la integral (T) por medio de la fórmula [s], y resulta 


i 


sen ax dx - — eos ax + C 
a 
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unjüaem 


La integral (5) tiene la forma J sen m u cos' ; ti du, en donde m - 1, lo que satis- 
face la condición del caso I. Para su solución identificamos; *■ 


v = eos ax 
du = -a sen ex dx 


n s 2 


Aplicando la fórmula [T| en la integral (5) f resulta 
- J eos 1 ííjc sen <s.v dx 


í- M 

(eos ü.x) a 1 

L nj 

241 


tos ax „ 

+ C^- +c 

3a 


Escribiendo en forma unificada el resultado do cada integral, y tenemos: 

r a cos J ft,r COSA.V 

-V I sen ax dx = -- —■—■— 4 C 


3a 


2, Hallar la J sen * eos ñx dx. 

Solución 

La integral propuesta tiene ¡a forma Jsen' r: ucos' 1 u du t en donde m -3 y satis¬ 
face la condición del caso L Para su solución identificamos: 


v = sen 5 a' n = 1 

dv = 5 eos 5* dx 

Aplicando directamente Sa fórmula ¡jT|, resulta: 


I sen 3 ñr eos dLr =■ — 

(sen 5x} 3 1 


J a 

3+1 


sen 1 5r 
£0 


4 C 


3. Hallarla f 

J sen x 

Solución 

Factor izamos el numerador del integrando, y tenemos: 


r eos'" 1 x dx reos' 11 x eos x dx 
^ ^ sen'Vt- 

Aplicando la identidad eos 2 # = 1 - sen 2 .!’, resulta: 
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


C05 X COSX 


seti\ 


(l-sen 1 *) eos xdx 


serT.x 


Entonces multiplicamos: 


* (1 - sen 2 x) eos x dx ¡ C a£ x dx r sen 2 * eos x dx 

i —¡S* =J t-c-J 


sen'x 


sen’x 


f (l-scn^Uüsxdx p , , r -2 j 

f i_-= sen^x eos x dx- I sen x eos x dx 

* sen^x s 


© 


La integral (T) tiene Informa Jscn' ,! u cos f ' u du f en donde n - 1, lo que satis¬ 
face lacondición del caso I. Para su solución identificamos: v = sen x m - -4 

du = eos x dx 


Aplicando directamente la formula 4 , resulta: 


r _ , (sen x)"'' 

sen x eos x dx --— — 

J —4 +■ 1 


+ C = - 


3 sen x 


±C 


La integral @ que tiene la forma [sen" 1 ucos n udu,en donde n-1, y satisface 

la condición del caso I. Para su solución identificamos: v = sen x m--2 

du = eos x dx 


Aplicando directamente la fórmula U]> resulta: 

(sen x) 


-í-.i 


- j sen ~x eos x dx - - ■ 


-2 + 1 


+ C = 


+ c 


sen x 


Escribimos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos: 

co+ M ' x dx 1 1 


■ i 


sen J x 


+ C 


sen x 3 sen x 

Si utilizamos la identidad esc# - — _ . el resultado final también puede 

expresarse así: 


sen x 


r coa 3 # dx esc x 

A \ T:Wc^-— 

^ sen í 3 


4, Hallar la je os 11 x sen'" x dx. 
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UNIDAD 3 


Solución 

m 

Observamos qué esta integra] tiene la forma J sen nf w cos rt u du , en donde m = S, 
lo qué satisface la condición del taso I. Para su solución factorizamos la función 
sen 3 .ir del integrando, resultando: 


J tos 4 x scn'V dx = j eos 4 x sen** sen x dx 

Aplicamos la identidad scn*x = 1 - cosfv, y resulta: 

J cas* x son 2 * sea x dx - Jeos' 1 x [ 1 - eos' re) sen x dx 
Multiplicando, tenemos:: 

J eos" x( l- eos 2 x) sen x dx - feos' 1 x sen x dx. - [cos fl x sen x dx 

© " © 

Resolviendo directamente las integrales(l) y © por medio de la fórmula[ 4 ], 
resulta: 

f 1 _r cos ,J x r B , eos 7 * _ 

eos X sen x dx -- -+ C y ~ eos x sen x dx - ■ - * C 

J 5 } 7 

Escribimos en forma unificada el resultado do cada integral, y tenemos: 

r 4 y . cor 7 * eos 5 * _ 

eos x sen x dx ~ -—-— + C 

J 7 5 

5. Hallar la J eos 5 z dz. 

Solución 


La integral propuesta tiene la forma J eos 11 u du , en donde n - 5, lo que cumple 
la condición del caso L Factorizamos el integrando, y tenemos: 

| cos ,J zdz = J j eos 2 ¿y eos 2 dz 
Aplicando la identidad eos* 2 ™ 1 - sen*2, resulta: 

{(eos 2 sjr eos z dz = [ [ 1—sen £ íieos 2 dz 
Desarrollamos el binomio al cuadrado, y obtenemos: 

j( 1-sen©“ eos z dz = J(l~2 sen 2 ^ + sen 4 #) eos z dz 
Y entonces multiplicarnos: 
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integración de fisiones trigonométricas 


f f l - 2 s ew?z + serias) coa z dz - f eos z dz - 2 f sen z cus. dz + J sen z eos z dz 

® © ® 

Resolvemos directamente la integral ® por medio de I a fórmula [g], y tenemos: 

jeos z dz = sen z + C 

Las integrales © y © tienen la forma J $en m u eos" udu, en donde n = 1 y 
ambas integrales satisfacen la condición del caso L 

Resolvemos directamente las integrales © y ® por medio de ta fórmula |_4], 

y resulta: 

5 

a- 2 ept) ^ £ f 4 a SGÍ1 2 ^ 

| B eu ! zcosí* =- ——*C y [ sen z eos í d; = —jj—+ C 

Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos. 


J cpa’sííi^aenji' 


2 sen 3 z sen 5 ^ 


+ C 


6. Hallarla J _E2ÍL^ ef9. 


,'cos 0 


Solución 

Factorizamos el numerador del integrando; 

r d& . r fef aen a rfe 
J ©s 0 ^ ©íTe 

Aplicando la identidad se>v J 0 ” 1 - cos E 0, resultar 

f ( wn a a)- sen e C¿0 f (1 - 2 co**ti) s scn0¿¿& 

! 4 cosí ^ 

Desarrollamos el binomio al cuadrado, y tenemos: 

f [i- eos- 0) 2 sen & dB ( fl - 2 eos 2 0 + eos* 9) senGdO 
J ^cosO ^ v'eos O 

Entonces multipíícamos: 
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UNIDAD 3 


/ 


f 1 - 2 eos 3 e +- tea 41 &)gen G d& r sen0 dQ r tos“G yen 0 dQ ¡-sen 9 dG 


-^¡'oos G 


Í seno ¿so r 

----- ~ 2 
' COS G J 


'eos G 


í 


i eos 0 


= f (eos0) 1(2 senGdG - 2 f cos 1; "0 senGdG-+ fcos' ^G senOdO 

® © © 

Las integrales (T) ? (IT) y (3) tienen la forma Jsen Jf ’ u cos r,: u du, en donde 
m = 1. Todas las integrales satisfacen la condición del caso T. 

Resolviendo directamente las integrales (T) t (2) y (5) por medio de la fórmu¬ 
la [T], resulta: 

J (eos G) sen G dG - - 2 -J eos 0 + C 

r s« 4 eos'*" 2 6 _ r «4 „ 2 cos0 _ 

- 2 I, eos 0 son G dG - - - --+ C y J eos G son G dG - -t- C 

fi. 9 

Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos: 
sen 5 0 dO J " n — 


■•■J 


, '€ÜS 0 


i- 4 cos^ 0 2 cos*' v 0 

— — 2 -,,'coh G - --+ C 

5 9 


7. Hallar la f= 

J *jBen y 

Solucióji 

gos y 

Aplicando la identidad ctgy = ■—■■—— „ y resulta: 

sen y 


f ctg y dy _ r sen y ^ J' í eos y ay f 

J "J " J J 


£03 _V 


dy l- cog ydy 


y sen y 


V 


-a/ 2 , 

sen y eos y dy 


sea y 


sen 


La integral resultante tiene la forma J sen'' 1 u eos” u du, en donde n “ 1, lo que 
satisface la condición del caso I. 

Resolvemos directamente la integral por medio de la fórmula [T], y resulta: 

í* 2 

[sen - ^ 4 y eos ydy =- — . + C 

J ^'sen y 



ctg y dy 
-. sen y 



+ c 


■y sen y 
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integración de funciones trigonométricas 


EJERCICIO XIV 

I. Comprobar las siguientes integrales de productos de potencias impares de senos 
y cosenos (caso I). 


r a r sen x i ¡r - 1 

1 . J coa x dx = sen x - ——— +<- 

r a t sen 1 * sen** ,, 

2. J eos x sen x dx. - —- —— + v 

r 5 T sen J z ^ 

3 . sen 3 eos z dz = —-— ■+■ L- 

J u 


4 . | eos 5 ni t¿í = 


sen ni sen 5 ni 
n '¿n 


+ C 


f - . COS 3 * 

ó. eos x sen * dx = -—-— + L. 

J O 

f . eos 3 m* coa mi ^ 

6 r | sen mi dx = - j — - 1 + L 


3m 


7, | eos 3 2y sen 2>dy = 


eos 4 2j 


+ C 


sen 5 * sen J * 


f , a sen 

8 . J sen x eos * ax = -—- 

r sen 3 * rij ^ v- . r 

g -—-— dx = sec * 4 eos x +■ L 


+ C 


eos * 


t , COS 2 6 

10. J sen 2 0 eos 28 de = -—-— + c 

11 . | sen 5 0 dü = - eos S + 


2 eos 3 Ü cos^ fl 


4 C 


3 sen^ 3 * 3 sen 31 ' 3 * + 3sen JT " J x + c 


5 ^_ 1/2 

r eos x j _ _ 

J íjseñ* 2 ^ 

13. [ cos 5 "í¿* - 2sen^--^—-^ + C 
J 2 ¿¿ 


. l!i r <3 


14 


r n ^ s -*■ j 
14. eos — sen -ar- 
J a a 


a sen 3 f asen 5 f |C 


19* 
























UNIDAD 3 


i 5 j eos 3 mx eos' 3 tnx _ 
sen mí eos mí dx - — —-- + —-+ Q 


15. J 

*jjví- tJJV¿ 

16. f S en c (g + bx ) elx = - a>s ( a * blc ') J + bx ) _ «j * ( J+ fe *) + C 

J h ‘Ih Sí, 


r sen 2y dy 3cos‘ 2v 3 eos*' 3 2y 

17 —r— 1 —- = -- +---C 

J ^easdy 4 16 


16 


í 


sen ' 2x dx 

Jcos 2jt 


2cos 5 ' a 2r cos y,ie 3* 


9i'£ 


= -^/cos 2 í + 


5 9 

sen J je 2sen 3 í sen 7 í 


+ C 


19. J sen 2 * cos s x dx 

20, f sen 3 3í eos* 3 3í dt = &&It 3 - - 3 - + - &en * ^ * 

J 1^1 nj 


tC 


IL Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales y comprobar los resultados por 
diferenciación. 


1. J 

f tg -X dx 

6. 

j sen 5 0 eos 9 rfG 

Id. 

r sen i xdx 

\¡CQ$ X 

1 4 , 

J eos x dx 

* J 

r eos 3 3x dx 
^ ! sen 3 í 

9. 

[ ^cos x sen 3 x dx 

16. 

i’ tos' 11 2x dx 
^ sen* 2 í 


■ sen : '.yt¿r 





3- J 

\!cüs X 

10, 

| ’v'sen, 2í tos 3 2x dx 

17. 

| {¡eos 2 y sen' 1 2 ydy 

4-i 

■ eos' 1 2x dx 
^i'sen 2x 

11. 

J" sen" £ eos 5 t dt 

18, 

\ \Uen x eos 3 í dx 

5. j 

sen 7 3xdx 

12. 

f sen 3 -ti* 

J 2 

19. 

J een B x eos 5 x dx 


eos' 2x dx 

13, 

eos 3 29 sen s 20dG 

£0. 

f gen J ü dx 

¡ 3 


eos r mx tíx 

«■ / 

sen nt eos nt dt 

21 .. | 

\ sen 1 x eos 3 x dx 
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3.2 INTEGRACIÓN DE PRODUCTOS DE POTENCIAS 
PARES DE SENOS Y COSENOS (POR MEDIO 
DE ÁNGULOS MÚLTIPLOS) 


Caso II. Solución de integrales de la forma: 

seiTu du y jeos"** du o | sen m u cas n u du, 

Mñhen set;, ambos, números pares, 

enteVos y positivos. 

Hay que tener presente que cuando m o n son números impares, enteros y 

positivos, el mejor método de solución es el del caso I. 

En el caso II, la expresión diferencial trigonométrica dada puede transformar* 
se, por sustituciones trigonométricas, en una integral inmediata que contiene lus 
senos y cosenos de ángulos múltiplos. 

Fórmulas trigonométricas por aplicar 

1 sen. 2 x - 2 sen x eos x * 

2 sen 3 x ^1/2-1/2 eos 2x* 

EJEMPLOS 

1„ Hallarla jsen ¿ ax dx. 

Solución 

Esta integral tiene la forma f seti rri u du, en donde m = % lo que satisface la 

condición del caso II. c , \ 

Aplicamos la fórmula de identidad 2:jsen 2 ax = 1/2 - 1/2 eos 2aa\ ; y resulta, 

Jsenara dx = j (1/2 -1/2 eos 2o4e)dx 
Multiplicando, tenemos: 


sen 2# 

3 -— - aen x cas x . 

2 

4 cos a x - 1/2 t 1/2 eos 2x. 
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UNIDAD 3 


I" (1/2 — 1/2eos 2 ax) dx - 1/2 f dx — 1/2 ("eos 2qx f£* 

(D © 

Resolvemos directamente la integral (T)por medio de í a fórmula [T], y resulta . 


1/2 + C 

J 2 

Aplicamos la fórmula (9) en la integral 2\ , y resulta: 

sen 2ax 


-1/2 J eos 2axdx - 


4a 


■+c 


Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos: 

r i , í sen 2 ox 
sen üx dx -•—■ • 

J 9 


4 a 


+ C 


2. Hallarla fcos' d — dx> 

J 2 

Solución 

La integral propuesta ti ene la forma j cos n udu* en donde n =4, lo que satisface 
la condición del caso II. 

Factorizamos el integrando así: Jj eos" dx = Jj coa 4 dx 

Aplicando la fórmula 4: eos 2 * = 1/2+ I/2cos x, resulta: 

2 

J(oo^|| dx | (1/2 + l/2eo^J 2 dj: 

Desarrollamos el binomio al cuadrado, y tenemos: 

[(1/2+ 1/2 eos xY dx - j (1/4 + 1/2 cosí + 1/4 eos 4 je)di 
Al multiplicar obtenemos: 

J(l/4 + 1/2 eos x+ 1/4 eos' 1 x) dx = 1/4 [<fjc + 1/2 I eos x dx + 1/4 í cos^ x dx 

© © © 

Res olvem os directamente 1 a integral (T) por medio de la fór muí a [TJ> y res ulta: 
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INTEGRACIÓN de funciones trigonométricas 


lfl\dx = ^ + c 

J 4 

Aplicando la fórmula [15]en la integral ( 2 ), resulta; 

f , sen x 
1/2 j cosí dx - — -— + C 

En la integral 3 aplicamos la fórmula 4: coe 2 * = 1/2 + 1/2 eos 2* r y resulta; 

1 /4 if eos 2 je dx = 1/4 J(l/2 + 1/2 cos2x) dx 
Multiplicando tenemos: 

l 

1/4 f(1/2 + 1/2 eos 2x)dx- 1/8 I <¿í+1/8Í QQ&2xdx 

Resolviendo directamente la integral ®, por medio de la fórmula [Tj, resulta: 

1/8 f dx = — + C 

También aplicamos la fórmula [¥] en la integral (3^) t y resulta. 

; n . sen 2x 
1/8 eos 2x dx = - -- + C 

J 16 

Finalmente escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y 
tenemos: 

f nen X X sen 2x „ Zx sen x sen %x . r 
— +- — + — + — -1- C — +■ — - — + —rr r 

4 2 8 16 8 2 16 

3, Hallar la J sen e z dz. 

Solución 

Observamos que esta integral tiene la forma j sen” 1 udu, donde m = 6, lo que 
satisface la condición del caso II. . .. 

Factor!samos el integrando, y tenemos: J sen^ zdz = J ([sen zj dz 
Aplicamos la fórmula 2i sen £ z = 1/2 -1/2eos 23, y resulta. 

| (sen a z) 3 dz = J (1 / 2 -1 / 2 eos * f dz 


í coa^ — dx - 
J ± 
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UNIDAD 3 


Des Enrollando el binomio al cubo, tenemos: 

| (1/2 - 1/2 eos 2zf dz = J ( 1/e - 3 / 8 eos 2* + 3 / 8 eos" 2z - 1/ 8 eos 3 2z) dz 
Y al multiplicar resulta: 


| (l/B-3/Segs2z + 3/8eos 2 2z - l/Seos 3 2z)dz - 1/3 \dz 
-3/8 J $Q%1zdz + 3/8 [ eos 2 2;efe -1/sJ eos 3 2zdz 


© ® 

Resolvemos directamente la integral (T) por medio de la fórmula [T], y resulta:* 

1/8 [di = ~ + C 
J 8 

Aplicando la fórmula jT| en la integral (2) resulta: 

n) j _ . 3 sen 2 z _ 

-3/8 eos 2i dz = --— + C 

J 16 

En la integral (IT) aplicamos !a fórmula 4: eos 2 2z = 1/2 + 1/2 cos4z, y resulta: 


3/fi J eos" 2zdz — 3/sJ(l/2 + 1/2 eos 4 z)dz 
Multiplicando, tenemos: 

J(1/2 + 1/2 eos 4z)dz = 3/16 jdz + 3/16 jcQs4iif¿ 

© © 

Resolvemos directamente la integral {© por medio de la fórmula [T], y resulta: 


3/iefí¿E-2i + c 

j le 


16 


Al aplicar la fórmula 9 en la integral (3U 1 , resulta: 


3/16 [cos4¿d¿ = —- 4z +C 
J B4 

Observamos que la integral (7) tiene la forma Jeos" u du 5 en donde n-3 f cosa 
que satisface la condición del caso I. 

Factorizamos el integran do, y tenemos: -1/8 j eos 3 2zdz = -1/8 eos* 2z eos 2 zdz 
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES WXJNÜMÉTRICÁS 


Aplicando la identidad coe 2 2z = I-sen 2 2z, resulta: 

-l/sjeos 2 2zcoa2z dz = -1/sJ (l - sen 2 3?) eos 2z dz 
Entonces multiplicamos: 

- aen 2 2z) eos 2z dz = -1/ 8 J eos 2z dz + 1/ 8 Jsen 1! 2z eos 2z dz 


Resolvemos directamente la integral ©, por medio déla fórmula^, y resulta: 

¡* „ sen 2z ^ 

*-1/8 eos 2z dz = - —— — + C 
J 16 

Aplicamos la fórmula [jijen la integral @ T y resulta: 


1/8 J sen 2 2z eos 2zdz = 


sen !t gg 

48 


+ C 


Finalmente* escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y 
tenemos: 

f „ z 3scn2£ 3z 3sen4s sen 2z _ sen- 3 2z t n 

--IT + 48 

r dz sen2z 3sen4z sen'^Sz ^ 

4 r Hallar la J sen 2 o* eos 2 axdx. 


Solución 

La integral propuesta tiene la forma J sen” u eos" a du, en donde m = n = 2, lo 
que satisface la condición del caso II, 

Aplicamos las fórmulas 2 y 4 f de modo que: 

sen 4 !» = 1/2-1/2 mm 2o* y e«*« = 1/2+ l/Scos 2o*, y resulta 

f sen'oj eos 5 ax dx = J (1/2 - 1/ 2cos 2ai)(l/ 2 + 1/2 eos 2cue)í¿* 

Multiplicamos y simplificamos: 

f (1/2 — l/2cos 2ajt)(l/2 +1/2eos 2ax)dx = lMjdr - l/4|cos J dx 

J ® © 
Resolvemos directamente la integral (T) por medio de la fórmula [T], resulta: 

1/4 TüEx = —+ C 

J 4 
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UNIDAD 3 


En la íntegra i @ aplicamos la fórmula 4: cos £ 2 av = 1/2+ 1/2 eos 4 ax t lo 
que da; 

-1/4 feos'2a:r = "1/4 j¡ (1/2 + 1/2 eos 4a*) dx 
Multiplicando tenemos; 

-1/4 | | — + -“ coa 4 o* j dx - -1/sJ dx “ 1/ Sj eos 4«* di' 

22 ' © © 

Resolvemos directamente la integral (2r¡) por medio de la formula [T], y resulta; 

-l/sfdjc = -—+ C i 

} 8 


Aplicando la fórmula _9jen la integral ¡Eljv tenemos: 

r , sen 4ax . 

-1/8 eos 4a* d* = --+ C 

J 3 2a 

Finalmente escribimos en forma unificada los resultados do cada integral: 

f a £ . x .* sen 4ax x sen 4ax 

I sen ax eos ax dx 1 = —-C = —-+ C 


4 8 


32 a 


8 32a 


¿ Alnir ■ ±J£ c ¿i ¿a é g _ r£T ? ¡ i Cerí* 1 o s ^ i t % xtd v ; t íiíiTtibi ¿rptfe Cié i eso rvu rso puniré rifó" 


J 

j ! Cí x i a scur , , 

ae la formula sen ax eos ax = ———, es decir; 


sen ¿ o* eos 1 ax 


dx - J 


sen^ 2 ax dx 


Aplicando la fórmula; sen 2 flax - 1/2—1/2 eos 4ax> resulta: 


f sen J 2a* f L, , , 

J_--=—= J — (1/2 - l/£ eos 4a*) d* 


Multiplicando, tenemos; 


1/4 [ (1/2 - 1/2 eos 4a*) dx = 1/8 ¡dx - 1/sfcos 4 ax d x 

® © 

Resolvemos directamente la integral por medio de la fórmula ) lj , resulta: 


1/8 f d* = — + C 

i q 
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Aplicando la fórmula [IT 1 en la integral £5) , resultar 

r , aen 4ítr 

-1/8 eos 4 ax dx = - -— + u. 


32a 

Para concluir escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y 
tenemos: 

x sen 4ax 


.vJ sen ax eos 2 axdx- — ~ 


32a 


+ C 


5. Hallar la Jsen 4 1 eos" | riO 


0 


2 2 


Sofucidn 

Observamos que la integral dada tiene la forma j sen"’u eos" udu, donde 
m - 4 y n = 2; esto satisface la condición del caso II. 

0 

Factorizamos la función sen" — del integrando, y tenemos, 

2 

| sea 1 — eos' 1 — d0 - f( sen 1 -■ I eos 2 ~d0 
i 2 2 J l. 2 J 2 

Aplicamos las fórmulas sen 1 ^ 1/2- l/2cos0 y coa a | = 1/2+ 1/2cose, y 
resulta: 

|¡ sen*ccs ! -®-¿0 = f ( 1 / 2 - 1/2eosí) z (l/2 + l/ 2cose ) rf9 

Desarrollamos el binomio a¡ cuadrado, y tenemos: 

[ (1/2 —1/2 eos 0) 2 (l/2 + l/2casO)ríO = |(l/4 - 1/2 eos 0 +1/4 cos*o)(l./2+ 1/2 cos0)dQ 

Multiplicamos y simplificamos, y tenemos: 


((l/4 -1/2 COS& + 1/4 coB í 0j(l/'2+I/2cos0)<rtf- 
- 1/8 j" de-1/8 feosfl dQ-l/S f eos 2 0 de + 1/8 jeos 3 9 d6 

® ® © © 

Resolvemos directamente la integral © por medio de la fórmuíajT], resulta; 


f 0 

1/8 \dQ^- + C 

J 8 

En el caso de la integral © observamos que tiene la forma 
n - 3 f por lo que se satisface la condición del caso L 


| cos n u du , donde 
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UNIDAD 3 


Factoríamos el integrando y tenemos: 1/Sj eos 3 GciG = 1/8f eos'* SeosG c£G 
Aplicando la identidad cos 2 & = l-sen 2 0 t resulta: 

I/qJcos 2 0CO$6d0- l/fíjjl-sen 3 g )cosQdQ 
Entoncos multiplicamos: 

1 /sj ( 1 -sen 3 6Jcoa 9 tfG = l/sjcos0 cáü - isjsen 3 Qcos0 cüG 


Observamos que las integrales ( 5 ) y [ 4 aj son opuestos, por lo que se anulan. 
En la integral @ aplicamos la fórmula eos 3 0 - 1/2+ 1/2 coa 2 0 5 resultando: 


-1 / 8 J eos 3 6 dC ^ 1 / 8 [ (1 / 2 + 1/ 2 eos 2G) d0 
Multiplicamos, y así tenemos: 

>-1/0 f<1/2+ l/2co$2G)d0 = -1/16 [de-1/16 fct>s20dO 

© © 

Resolviendo directamente la integral @ por medio de la fórmula [T]„ resulta: 

O 


- 1/16 


f de = — + C 

} 16 


Aplicamos la fórmula |_ 9 j en la integral 159 1 y resulta: 

sen 20 


-2/ieí eos 20d0 = -—— + C 

J 32 


En la integral aplicamos la fórmula j_4J, y tenemos: 

3/% 

-1/B I aen^BDOSBdB = - S ™ -s C 

J 24 

Finalmente escribimos en forma unificada los resultados de cada integral t y 
tenemos: 


f - 0 E 0 _ 0 9 sen 20 sen J 0 _ 6 sen 20 scn a Ü _ 

sen-cos-dO^ --^C =— --„ - tC 

J 2 2 8 16 32 24 1G 32 24 
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


6. Hallar la J (1+ cosí f dt. 


Solución 

Des arrol lando el binomio al cubo, tenemos- 

j(l+cos f) a d/ = J(i + 3uj£ í + 3cos j í + cos' 3 í)dí 

Entonces multiplicamos: 

fÍ1 + 3eos í + Seos 2 í + eos*iU - frfí + 3jeos í * + aJcor í dt + feos 3 1dt 
S ' © © ® © 
Resolvemos directamente la integral © por medio de la fórmula [Tj, y resulta: 

| dt = £ + C 

Aplicando la fórmula [si en la integral ©, resulta 3j eos t dt = 3 sen t + C 

En la integral (3) observamos que tiene la forma J eos' 1 u du t donde n = 2, lo 

que satisface la condición del caso IL 

Aplicando la fórmula 4: cos ¿ t = 1/2+1/2 eos 2f, resulta' 


sj eos 11 f dt = 3j (1/2 +1/2 eos 2 t)dt 

Multiplicamos, y tenemos: s|(l/2+ 1/2eos 2t)dt = 3 / 2 Ídf + 3/2|cos2tdt 


Resolviendo directamente la integral © por medio de la fórmula [f¡» resulta: 


3/2Íd¿ = — + C 
' 2 

Aplicamos la fórmula © en la integral y resulta: 

r U SCJl 2/ 

3/2] eos2t di - —--- + C 

La integral © tiene la forma {coa" » du, donde it - 3, k que cumple la 

condición del caso L - 2 

Factor izamos el integrando, y tenemos: J eos" t dt = eos í eos t dt 

Aplicando la identidad cos 2 f = l-sen 2 f, resulta: 

J eos 2 f eos t dt = | (1 ■ - sen 2 í) ces f dt 

Al multiplicar, tenemos: 

f (i- gen 2 f) cosí dt - I eos ¿dt - f sen 2 t- rfts¡ t dt 
J " © © 
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UNIDAD í 


Resolviendo directamente la integral por medio de la fórmula [fl], resulta: 

J eos tdt = &en í t C 

Aplicamos la fórmula [T] en la integral resulta: 

- f sen" f eos t di =• - Mn ^ -i- C 
J 3 

Para concluir escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y 
tenemos: 


3sen2¿ 


sen ,: ¿ 


1(1 + cas t } a di = t + 3 sen t + — +-+ son t - 

2 4 3 


+ C 


J(l + coa t ) J = — + 4 Sen t + 


3 sen 2í sen J £ 


+ C 


4 3 

7, Hallar Ja [|^'sen 2 y - eos 2y f dy. 

Solución 

Desarrollando el binomio al cuadrad o, tenemos: 

j (Vsen 2y - eos 2y )* dy = J (sen 2y - 2sen ,;a 2y eos 2y + eos* 2 y) dy 
Multiplicamos para obtener: 

J - (sert 2y - 2 sen ] ”' 12 2y eos 2 y + eos " 2yj dy - 
= Jsen 2 v dy - 2 J" sen 112 2y eos 2y dy + Jcos 1 2y dy 


CD 

Aplicando la fórmula j[]en la integral (T) f resulta: 


r _ j cus 2y ^ 
sen 2y dy = -— + C 

J 2 i 

La integral (2) tiene la forma J sen"¡¿ eos - ' u du, donde n. = 1 y que satisface la 
condición del caso I. 

Resolviendo directamente la integral (2) por medio de la fórmula \T\, resulta: 

. n 3/2 h ~]¡ 

-2Jsen WB 2y eos2 ydy^- 2 sen J ^ + Q 

3 

Para la integral ©> observamos que tiene la forma j eos'' 1 u du , donde n = 2, 
y satisface la condición del caso II. 

Aplicando la fórmula 4: cos^Sy = 1/2 + 1/2 eos 4y, resulta: 
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j cos a 2y dy = | (1/2 + 1/2 eos 4 y) dy 

Entonces multiplicamos 1 ; 

f (1/2 + 1/2 eos 4y) dy - 1/2 [dy + 1/2j eos 43' dy 
J ' J © © 

Resolvemos di rectamente la integral © por medio de la fórmula Ijj, y resulta. 

l/2|dy = ^ + C 

Aplicando la formularen la integral ©.resulta: 


r sen 4 y 

1/ 2j eos Ay dy = — —— + C 


8 


Finalmente escribimos en forma unificada loa resultados de cada integral y 
entonces: 

j__- ,i v cos2> 2sen Jrt 2> i aen4y 

IW sen a >' - °° s »») * - i —í- 1 — + —T“ 


EJERCICIO XV 

L Comprobar las siguientes integrales de productos de potencias pares de senos y 


r ó . v sen 2* ^ 

L I eos * dx - — +-+ C 


cosenos (caso II). 

x 

2 4 

- a y sen 2y 

2 . J sen ydy = ---—— + 

r . 3z sen 2z sen 4z 

3 . J«n *- T -^ + + C 

f 3x sen 2x sen 4* r , 

4 . J eos’ rrf* = — + ~ + 32 + c 

r ó , i sen-lx ^ 

5. sen" x coa" xdx - --- 

J O 


6 í 


sen & ex dx — - - 


S 32 

5 je sen 2c¡.x 3sen 4a* sen' 2ax 


16 4a 


64o 43a 


t g. „ O-X 

7 cos J 2 jc ¿fx = — + 

J 16 


5x sen 4x 3 sen 8x sen' 4 4x r , 

- -4- -- + - ---- + L 


16 8 128 96 


211 
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„ f 2 X 2 x , x MU 2a: _ 
8. sen — eos- — a be - — --—- + C 

J 2 2 


S 16 


r - T 3y sen 2oy sen 4cy , T 

K sen ay dy = -- --~ + — —- + C 

J 8 4c 32a 


10 


f í a t ■*' £,en fi* ^ 
. I eos 3.x dx = —i--+ C 

J 9 19 


i* 4 T JJf 

11 . coa nn* dx - •—■ + 
w. 


2 12 
3jí son 2c,v sen 4ax 




12 


. | sen" 1 2.t eos 4 2.r dx = 

M 

14. |^, r cos8 - 2 sen 0 


4a 32 a 

3,r sen 8 a aenlfii 


123 255 

3. ( 


2048 


+ C 


*-— s - d 2 = 


sen a eos 2 


52 sen 2 z sen42 sen8z A 

+---- - -—- + c 


128 48 


128 1024 


)"rfe = 20 


sen 3 - sen 28 + 


Seos 9 


+ C 


II. Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales y comprobar los resultados 
por diferenciación. 


> f 


' mx dx 

7. 

3 xdx 

8. 

ax dx 

9, 

-j i 

jc eos x dx 

10, 

x 2 x _ 

— cas' — dx 
a a 

11. 

2 a: eos 11 2 jC£/jt 

12. 


7, f(l + sen jcJ 3 dx 


jsencjc - eos ax 


fdx 


eos x + sen x 


fdx 
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3.a INTEGRACIÓN DE PRODUCTOS DE FUNCIONES SENO 
Y COSENO CON DIFERENTES ARGUMENTOS EN LA 
MISMA VARIABLE 


Caso III Solución de integrales de la forma: 



y | eos m i¿ -sen. nu da 

donde el valor de m debe ser diferente de n y también el 
valor de m debe ser siempre mayor que n. 


En este caso es posible transformar la expresión diferencial trigonométrica 
dada, por sustituciones trigonométricas, en una integral inmediata que contiene 
la suma y la diferencia de senos y cosenos, 

Fórmulas trigonométricas por aplicar 

1) sen ahí eos nu — 1/2 sen (m + + 1/2 sen (lít — 1 u 

2) sen mu sen nu = - 1/2 eos im + n)u + 1/2 eos (m - n )u 

3) tos mu eos ñfí — 1/2 eos (ííí + + 1/2 coa (m — n )u 

4) eos mu sen nu = 1/2 sen (raí + rain — 1/2 sen (raí — n ^ 

Fórmulas de integración directa 



eos (m + n) u eos {m - n'u 


1 ) 



sen (ral + n )u sen \r?t - n'm 



son [ni + n )u =en í tn -n)u 



eos (raí eos ( m - n ) u ^ 
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ípNLDAD 3 


EJEMPLOS 

1, Hallar la J sen 3 x eos 5 x dx. 

Solución 

Observamos que la integral propuesta debo sor ordenada en su argumento t es 
decir: 

J sen 3x- tos 5x dx = j eos 5ac sen 3x dx 

Ahora, la integral tiene la ferina j" eos mu sen nit du, donde m = 5yn~ 3, lo 
que satisface la condición del caso IIL 


a) Solución por sustitución trigonométrica: 

Aplicamos la fórmula 4: con mu sen nu - 1/2 sen [m + n)u - 1/2sen (m - n)u 
y resulta: 


j eos 5r sen 3x dx = J[ 1/2 sen (5 + 3) r - 1 sen (5 - 3) x] dx 
Entonces multiplicamos: 

|[l/2sBn(5 + 3)x- 1/2 sen (5-3)x]¿£aí = 1/2 [sen Sx dx - 1/2 [sen 2x dx 
Aplicando la fórmula [S] en las integrales (l) y (|) f resulta: 

i/ar-.a«d*-S!!:*S*c y -U2l*mx<ix = cos2x + c 

16 J 4 

Escribimos en forma unfkada los resultados de cada integral, y tenemos: 

4 


_ , coa coa 2x 

sen 3* eos itc =-- + --+ C 


16 


b) 


Solución por fórmula de integración directa: 
Aplicamos la fórmula 4 de integración directa 

i o» tetas 25£±3l» + . 

1 2 {5 + 3) 

<\ [ sen 3x cus 5x íir = 

J 16 


i y resulta: 

eos (5 — 3) x 

2(5-3) 


+ C 


eos 2x A 
+—-— + C 

4 
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2r Hallarla f sen4zsen Zzdz , 


Solución 


La integral propuesta tiene la forma J sen mu sen ti u du T donde m = 4 y n - 3, 
por lo que satisface la condición del caso 11L 


a) Solución por sustitución trigonométrica; 

Aplicamos la fórmula 2: sen mu sen nu = -l/2cos (m + n) u + l/Scos (nt - rc) ti, 
y resultan 

f sen 4 2 sen 32 dz = J[-l/Scos (4 + 3)2 + 1/2 coa (4 - 3)í¡(fe 
Multiplicamos y tenemos: 

l"[-1/2 eos (4 + 3)2 + 1/2 eos (4 - 3 ) 2 ]tíz = -1/2 f eos72 dz + 1/2 | eos 2 di 


Aplicando la fórmula @cn las integrales(T) y ©.resulta: 

-1/2 feos72 dz = - Bgn — + C y 1/2 icos zdz = ^^- + C 

J 14 ¿ 

Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos. 


f &CJ1 ■ 

J sen 4 z sen 35 dz - — 


sen Iz sen z 


+ C 


b) Solución por fórmula de integración directa : 

Aplicamos la fórmula 2 de integración directa, y resulta; 

f „ , sen (4 + 3}r sen (4-3)? ^ 

p„4, «»**.—_i—p-^r+c 

r> sen 7 z sen z „ 

I sen 4 z sen dz = -- + —-—‘ + 


14 


3. Hallar la j eos 4í eos £ dt. 
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UNIDAD 3 


Solución 


Esta integral tiene la forma J eos mu eos mi du t donde m = 4 y n == 1, lo que 
satisface la condición del caso III. 

a) Solución por sustitución trigonométrica: 

Aplicamos la fórmula 3: eos mu eos nu = 172 eos (m + n) u + 1/2 eos (m ^n) w, 
y resulta: 



Multiplicamos y tenemos: 



Aplicamos la fórmula _9_ en las integrales (T) y (2), y resulta: 



Finalmente escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, v 
tenemos: 



b) Solución por fórmula de integración directa: 

Aplicamos la fórmula 3 de integración di recta „ y resulta: 




4, Hallar la J sen 7 y eos 3 y dy. 
Solución 


La integral propuesta tiene la forma jsen mu eos uz¿ du, donde m = 7 y 
n = 3, lo que satisface la condición del caso III. 












KTEGRAClÓS DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


a) Solución por sustitución trigonométrica: 

Se aplica la fórmula 1: J senmucosrtudH - l/2sením + n) u +1/2 sen(m - n) u, 
y resulta: 


| gen 7 y tos 3;> dy = j [ 1/ 2 sen (7 + 3) y + 1/ 2 sen(7 - 3)y] dy 
Multiplicamos, y tenemos: 

f (l/2sen(7 + 3) y + 1/2sen(7 - 3)y] dy = 1/2 J sen 10y d\ +■ 1/2J sen 4 v dy 

© © 

Aplicando la fórmula [sien l§s integrales(T) y @ „ resulta: 

1/2 f sen 10.y dy = + q y mi sen 4y dy = + C 

■J 20 J e 

Por ultimOj escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y 
tenemos: 


| sen 7y eos 3 y dy = - 


eoslGy 
20 


eos4y + c 
8 


b) Solución por fórmula de integración directa: 


Aplicamos la fórmula 1 de integración directa, y resulta: 


[ sen 7y eos 3y dy 


eos {7 -i- 3 )y _ eos (7 -3) y + ^ 
2 (7 r 3) 2 (7 — 3) 



sen 7 y coa 3y dy 


eos lÜy co&áy ^ 
20 8 


Solución de integrales combinando los casos IIy III t ejemplo) 

1. Hallar la j (sen 2x - sen £xfd¡c„ 

Solución 

Desarrollarnos el binomio al cuadrado, y tenemos: 

J (sen 2x - sen, Sx) 1 dx = J (sen 2 2x - 2 sen 2x sen 6x + sen 2 dx 
Multiplicamos: 
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J(sen 2 2x -2 sen 2x sen Gx 4 aen 1 Gxjdx - 
— J sen ¿ 2x dx - 2 [sen Gx sen 2x dx +'Jsen 2 Gx dx 
® ® ® 

La integral (T) tiene la forma J aen ,T1 u du donde nt = 2, lo que satisface la con- 
dición del caso IL 

Aplicando la fórmula trigonométrica de senos y cosenos sen 2 2Lv = 
I/3-l/£cos4,*r, resulta: 

fsen J 2j:t¿c = J(l/2- 1/2 eos 4 j) dx 


Multiplicamos: 


J{1/2- 1/2 eos 4x) dx - l/2j dx - 1/ 2j eos 4x dx 


Resolvemos directamente la integral (la) por medio de la fórmula 1 f resulta; 

1/2 Íd*-- + C 
i 2 

Aplicando la fórmula|~9~1 en la integral resulta: 


-1/21" eos 4 jé dx - - ~ en ^ V + C 


8 


En cuanto a la integral (2), observamos que tiene la forma 2 
donde m-6yn = 2jlo que satisface la condición del caso IIÍ> 
Aplicamos la fórmula 2 de integración directa, y resulta: 


sen mu sen nu du 


~ 2 Í 


sen Gx sen 2x dx - -2 


sen {6 + 2) x sen (6-2)* 

2 ( 6 + 2 } + 2 {§- 2 ) 


+ C 


—2 j sen Ex sen 2x dx ~ 


sen 8:v sen4j 
8 4 


+ C 


La integral (¿) tiene la forma J sen' rL u du donde m s 2, lo que satisface la 
condición del caso II. 

Aplicando la fórmula serTGjc = 1/2- l/2cos 12x t resulta: 

J sen 2 6 x dx = J(l /2 - 1/2 eos 12 x) dx 
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Entonces multiplicamos: 

[(1/2 - 1/2 eos 12x) dx ^ l/2jt/r - l/sj eos I2x dx 


Resolvemos directamente la integral @) por medio de la fórmula [T], y resulta: 

1/2 fdjc = — + C 
- 1 2 

Aplicando la fórmula [jT] en la integral @ resulta: 

-1/2 icos = + C 

J 24 

Y escribimos en forma unificada los resultados de cada integra^ y tenemos: 

x sen4x sen 8 ,r sen 4x x sen 12r 


| (sen 2* - sen 6 x)~ dx = — 


/. J (sen 2x - sen Bx)" c£x - x - 


8 8 4 2 24 

3 sen 4x sen sen 12x 


+ C 


8 


8 


24 


+ C 


EJERCICIO XVI 


I, Comprobar las siguientes integrales de productos de funciones seno y coseno con 
diferentes argumentos en la misma variable (caso III). 


I. [ eos 2.x sen 4x dx = — 


eos 5x cas 2.x 


2. [ eos 0 eos 20 dd = 


12 4 

sen 39 sen 0 


+ C 


6 2 
sen 5x sen x 


+ C 


3, Jcos 3x eos 2x dx = 

4. sen t sen 4 1 dt = - 
J 10 6 


10 2 
sen ai sen 3¿ 




+ c 


C n i sen 7 x sen x _ 

5. sen 4xsen 3x dx = --■ +-+ C 

J 14 2 
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UNIDAD 3 


6. f m a ym a y 4,.-2&. + 2'Z + c 

10 2 

7 fsEna»™,^^ 05 ^ 6 )* c°s(a-b)z 

3 2(« + &) 2 (a-h) 

2 {ni + re) 2 (reí - n) 

9. /{sen i + eos 2 xfdx = x* eos .r - — 3l - g- en 2jr + ;ei1 ** 


+ C 


10. /{eos y + 2co 5 2 3 .) :! di = ^ + 2 5etl y + + 2s™3jí ^ aen2jr + c 

2 2 3 4 


11. [(cos2í-. sen 3 2 ) 1 1 fe = i+ í?!^„ creí _£^_M!l^ + c 


8 


32 


12 , [ fon fir - aea y f ¿y - ^ - — 2a ' : * en 4j: a ™ 6 v sm 10 


20 


II Ha!í ar el valor de cada üna las siguientes integrales y comprobar los resultados 

diferenciación. 


por 


1, [sen 6 j: sen 4.r dx 

2. [ cosS v cosój dy 
8. [sen At eos 6¿ dt 

4. J eos x eos 3x ¿£v 

5. Jsen 3* eos 5 a: dx 
6 - J aen 4x sen 7x dx 


1. j (sen 3z — sen 2zY dz 
8 . J (eos nx - sen mxf dx 
y. j[ (sen by - eos ay)* dy 

10. J(3 co$ x + 2 eos 

11 . J (sen 40 + 3 sen e) ¿0 

12. | (2 eos Gx 4- eos 2x )" dx 


220 























3.4 INTEGRACIÓN DE POTENCIAS DE LA FUNCIÓN 
TANGENTE O COTANGENTE 

Caso TV, Solución de integrales de la forma: 

| tg" u du o J ctg" u du, 

donde, el valor de n debe ser un nuniera entero. 

En este caso, la expresión diferencial trigonométrica dada puede transfor¬ 
marse en una integral inmediata por medio de sustituciones trigonométricas 
sencillas. 

EJEMPLOS 

1. Hallar la j* tg'* 2 z dz. 

Solución 

La integral propuesta tienda forma f tg^u tfa, endonó en = 3, lo que satisface 
la condición del caso IV. 

Factorízamos el integrando, y tenemos: j tg 3 2z dz = J tg - 2z tg2z dz 

Aplicamos la identidad tg 2 2 z = scc¡“ 2 z - 1 , y resulta: 

| tg 2 2 z tg 2z dz = J (sec : 2z - 11 tg 2z dz 

Multiplicando, tenemos: 

J (sec* %z - l) tg 2 z dz - j" tg 2z sec" 2z dz - J tg 2z dz 

® © 

Resolvemos directamente la integral (T) por medio do la fórmula ÍT]* y resulta: 

I tg 2.r sec 2 2z dz - + C 

J 4 

Aplicando la fórmula {EJ) en la integral (¿)j resulta: 
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UNIDAD 3 


- f tg 2z dz = — In eos 2z + C - -i in scc 2 z + C 

i b 2 2 

Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos: 

r, «, _ . 2z 1 tg 2 2z 1 „ ^ 

,\ tg 2z dz = — -+ — ln eos 2 z + C = - -4 — Jn sec 2z + C 

J 4 2 4 2 

2. Hallar la J ctg^ ^ dx. 

Solución 

La integral dada tiene la forma [ ctgV du, en donde n - 5, lo que satisface la 
condición del caso IV. ^ 

Factor izamos el integrando, y tenemos: J ctg" — dx = j ctg — ctg" — dx 

Aplicamos la identidad: ctg 2 ^ - csc £ - 1 T y resulta: 

¿ ¿ 

Ictg J | = Jctg 3 ^ j CSC 2 ^ - ij dx 

Entonces multiplicamos: 

j ctg 3 —fcae 2 * - 1) dar = Jctg' 3 — esc 2 — dx - Jctg'" ^ d!r 
* 2- \ 2 / 2 2 2 

© © 

Aplicando la formula j 4 ] en la integral (T), resulta: 

f LÜ + C 

J 2 2 2 

La integral @ tiene la forma J ctg n u du, en donde n = 3, lo que satisface la 
condición del caso IV, 

Para su solución factorizamos el integrando, y resulta: 

-J etg H dx - -j ctg" —■ ctg dx 


Al aplicar la identidad: ctg 3 —■ = esc 2 — - l h obtenemos: 

id id 
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


-J ctg' ■— ctg — dx = -Jl esc" — - 11 ctg ^ dx 
AI multiplicar, tenemos: 

-J : csc J -■ - 1 | ctg ~ dx - -J ctg ^ esc' ~ dx + | ctg — dx 


Aplicando la fórmula [~4~¡ en la integral resulta; 

- [ctg — esc 2 — dx = ctg a ■—-+ C 
J 2 2 2 

Resolvemos directamente la integral @ por medio de la fórmula ¡15], y resulta: 

í ctg — dx = iln sen ~ H- C 
* 2 2 2 

Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos: 

4 X 
Ctg — 

I ctg s —dx = —— + ctg* — + — ln sen * + C 

J 2 2 22 2 

3, Hallar la J tg 4 axdx. 

SoLución 

Esta integral tiene la forma J tg ri udu, en donde n = 4, lo que satisface la 
condición del caso IV. 

Factorizamos el integrando, y tenemos: j" tg J ax dx = J tg^ax tg 2 ox dx , 

, Aplicando la identidad tg“ ctx = sec 2 ax -1, resulta: 

| tg'ax tgVx cíi = J tg'ax (sec 2 ax - l) dx 

Multiplicando, tenemos: | tg 2 ícr fsee* ax - i) dx = |" tg'ax sec J ax dx —j tg J ax dx 
Resolvemos directamente la integral (T) por medio de la fórmula 4 , y resulla: 


4 2 . tg Vv _ 

tg'ax sec ax dx = ——-— +- C 
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tmiDADS 


La integral ( 2 ), que tiene la forma [ t g^udu, en donde n = 2, satisface la 
condición del caso IV. 

Para su solución aplicamos la identidad tg 2 ax - sensor - I, y resulta; 

-J dx = -J (see J ax — l) dx 

Multiplicando, tenemos: -J (sec s ax - l) dx = -J sea 7, axdx + jdx 


Aplicamos la fórmula 10 en la integral Gá, resulta: 


-faec + C 

a 

Resolvemos directamente la integral @ por medio de la fórmula [T\, y resulta: 

J dx — x + C 

Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral,, y tenemos: 


\ tg 4 ax dx 


tg ax tg ax 
3a a 


+ x + C 


4. Hallar la j"ctg fi 30 dO. 

Solución 

La integral dada tiene la forma J ctg fl « du, en donde n = 6 f lo que satisface la 
condición del caso IV. 

Factorizamos el integrando, y tenemos: Jctg*36 dQ = J ctg* 30 ctg 2 30 dO. 
Aplicando la identidad ctg^ 30 = esc 2 30 - 1, resulta: 

[ctg 4 30 ctg- Sede - Jctg 4 30 (csc a 30 - 1 ) dQ \ 

Multiplicamos, y tenemos: j ctg 4 30 (csc E 30 - ti dQ = í ctg 4 36 tso E 39dfl-í ctg 4 39 de 

© © 

Resolvemos directamente la integral (l)por medio déla fórmula [Tj, y resulta: 

[ctg 4 30 c&c 2 36 dQ = - Ctg 36 *■ C 
J 15 
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INTEGRACIÓN DE FUNCION TRtGOKQMÉTRiCAS 


La integra! @ tiene la forma j ctg r u du } en donde n = 4, lo que satisface !a 
condición del caso IV. 

Para su solución factorízamos el integrando, lo que da: 


- [ ctg J 30 de = - f ctg ¿ 36 cxs 2 30 d0 


Aplicamos la identidad ctg 2 30 - esc 2 3B - I, y resulta: 

qx¿ £ 30 etg 2 3B dO = - j ctg" 30 (cae' 30 - l) d& 

Multiplicando, tenemos: 

- í ctg 1 30 (esc 5 30 -1) de = - í etg* 30 esc 1 30 d6 t ¡ ctg S 30 CÍO 

© ® 

Resolvemos directamente la integral @ por medio de la fórmula j], y resulta: 

-1* ctg^ 30 cae' 30 CÍO ---— + O 1 

j y 

La integral tiene la forma Jctg JI u du, en donde n = 2, lo que satisface la 
condición del caso IV. 

Para su solución aplicamos la identidad cLg 2 30 - esc 30 - 1* lo que da: 


|ct g 2 30 d9 = | (esc 2 30 - l) dO 


Multiplicando, tenemos: j(esc 2 3e - l) dO = jesc* 30 dl¡ - jde 


Resolvemos directamente la integral @ por medio de la fórmula [ñj, y resulta: 


Jesc 2 30 = 


Aplicando la fórmula [T] en la integral + resulta: - [d0 = ■ Q + C 
Por último escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y 
tenemos: 


,\ j ctg 6 39 dO = - 


ctg 5 30 
15 


ctg 3 30 

0 


£^-0 + C 
3 


5. 


Hallarla J 


dx 

ctg 2 X 
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UNIDAD 3 


Solución 

Aplicando la identidad f ■—= tg 2 x 7 resulta: í = \ tg 2 x dx. 

J ctg 2 X J ctg 2 X J 

La integral resultante tiene la forma j tg n u du, en donde n = 2, lo que satisface 
la condición del caso IV, 


Aplicando la identidad tg 2 x = sec £ x - l h resulta: 

J dx - J | sec 2 x - l ) dx 

Multiplicamos, y tenemos: J (¿sec 2 x - l) dx = J sec" xdx — J dx 

© © 

Resolvemos di rectament e la integra l(T) por medio de 1 a fdrmuí a [lo], y res u Ita: 

f scc' x dx = tg x + C 


Aplicando la fórmula f~T] en la integral (2), resulta: -[dx = -x + C 

Para concluir escribimos en forma uniñeada los resultados de cada integral, y 
tenemos: 


dx 

ctg* x 


tg x - x + C 


EJERCICIO XVII 


1. Comprobar las siguientes integrales de potencias de la fundón tangente o 
cotangente (caso IV). 

tg s 9 


1. [ tg' 1 Oda = —— + ln cos0 + C 


fctg a — dz = — 

J S 


3 ctg 3 _, z „ 

- 5 — - 3 la sen — + C 


3. |tg s 3jcdv = ^-— + C 


L Jctg 


12 


s , Pj Ctg' 1 Oí Ctg" at 1, * 

at dt - --4 --— 4 — ln sen ctf 4 C 


4 a 


2 a 
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_INTEGRACIÓN 1 DE FICCION ÉS TfllCONOM&TRJCAS 


5 . \^ r = ^ S -^-t e yi-y + C 

J ctg y 3 

.. f . e „ . tg’ 2* tg" 2* . tg 2x 

6. jtg 2*dx— -—- 


x + C 


?. J 


dx _ ctg" x 


V * 


-ln sen x + C 


8. f^¿*._Í£¿I + *^-Sctf£-**C 

J 2 5 3 2 

9 f tg :! 5rdr = —■ + - ln eos 5 jé + C 

J 10 5 

C i ctg J 3.í ctg 3z 

10. jctg3gúfe = -——— + —- tz + C 

IL Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


i- 

2. jctg 6 .2£üff 

3 . f ctg a (ft - fee) dx 

4. | ctg 0 0 f¿G 

5. [ (ctg 'x + ctg 5 dx 

6. |(l+ctgr) J dx 

7. J(l + tgO} 3 dfi 


S. 


9. 


■fff* 

,ctg* 

* Ctg 8 

, tg® 


\ a 




\ 3 


rfB 


10. J (tg 2x - ctg 2 xf dx 

11. [(ctg bf -tg&í V dt 

12. J(te* + tg* m >) d% 

13. |tg :, (F7i + nx) dx 

14. | tg 7 * dx 

15. f (ctg” 2x - ctg’ 2.v) dx 
18. j(tg 3 B ^ tg 3 0) CÍO 

dx 

dx 


17. f 


CSC -f 


ctg- X 
rsec 1 x 

18. J 


tg' * 
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3.5 INTEGRACIÓN DE POTENCIAS DE LA FUNCIÓN 
SECANTE O COSECANTE 


Caso V, Solución dé integrales de la forma: 

f sec* n da o J CSC* u du t 

donde el valor de n debe ser un número entera positivo par ; 

En este caso, la expresión diferencial trigonométrica dada puede transfor¬ 
marse en una integral inmediata por medio de sustituciones trigonométricas 
sencillas, 


EJEMPLOS 


1. Hallarla J sec s arda:. 

Solución 

Esta integral tiene la forma jsec 17 udu, en donde n = 6, lo que satisface la 
condición del caso V. 

Factori z am os el i n tegr and o, y ten em os: | sec 15 ax dx = J (s ec 2 ax )" seo 2 ax dx , 

Aplicando la identidad sec* ax = l + tg" ax , resulta: 

J | aec J ax J" sec 1 íce dx ~ j + tg J ax) J sec" üx dx 
Desarrollamos el binomio al cuadrado, y tenemos: 

[ [' 1 + tg 2 aij 2 sec^ a* dx = [11 +■ 2 tg ! ax + tg" 1 ojc) sec 2 aje dx 
Multiplicando, tenemos: 

[ [ 1 - 3 - 2 £g“ ax + tg 5 o*Jsec" ax dx = J sec* ax dx + 2 j tg" ax sec : tu dx + f tg* nx sec" cu; dx 

CD (D (D 

Resolvemos directamente la integral (T) por medio de la fórmula 10, y resulta; 

[sec 2 ax dx ~ + (j 

*■ a 
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INTEGRACION i>£ FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Aplicando la fórmula|~4~|en las integra les ( 5 ) y@, resulta: 


2 f ax sec 2 ax dx = 


2 tg' J ax 


3a 


+ C y 


J tg 4 ax sec 2 ax dx = 


tg J ax 
5a 


Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos: 


tgotf 2tg ax tg'ax 

-+-— 4- C 

a 3 a 5a 


| sec c ax dx = 

2. Hallar la Jcsc 4 2zdz. 

Solución 

La integral dada tiene la forma J esc" 7 u du, en donde n = 4, lo que satisface la 
condición del caso V. 

Factori zainos el integrando, y tenemos: 

| esc 4 2 zdz - f es c ¿ 2z esc 2 2z dz 

Aplicando la identidad es c 2 2z - 1 + ctg^ 2z, resulta: 

J CSC" 2í esc 3 2z dz = (esc 2 2z j|l + ctg" 2 z'j dz 

Multiplicamos: 

| esc 2 2 z (l 4 ctg 2 2z) dz = J esc 2 2 zdz + j ctg 2 2¡rcsr" 2zdz 

Aplicando la fórmula TF] en la integral(T) ) resulta: 

esc 2 zdz- -+ l 

J 2 

Resolvemos directamente la integral @por medio de la fórmula|T], y resulta: 
| ctg : '' 2 z esc" 2 zdz =- — + E 

Finalmente, escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y 
tenemos: 
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UNIDAD 3 


I cat: l 2z, dz = - 


ctgáz ctg 2z 
2 


+ C 


3. Hallar la j 
Solución 


dQ 


* sen"O 


f 1 * 

Aplicando la identidad | —- csc 2 0, resulta: 

J sen O 


r„ c » fle ío 


sen" 0 


La integral resultante tiene la forma [esc* u dit f en donde n - % lo que 
satisface la condición del caso V, 

Aplicando la fórmula filien dicha integral, obtenemos: 


I ■- —j " I csc & 9 cfO = -ctg & + C 
* sen “0 J 


EJERCICIO XVHI 


fmppfíiÁicfcj 


I, Comprobar la s sigui entes i nte grales de potcnci as de 1 a fu nci 6n sec ante o cosecante 
(caso VL 


1. í esc' 1 - di = -A ctg - - 4ctg +- c 

J 4 4 3 

2 . = 

J 3 5 

3. r«e*i*-actii_Wí_WÍ + c 

J 2 2 3 5 


4. 


o. 


atg*£ 

Jsec'^rfj-r^ + 2t e ^ + C 


j 5M ‘20de = íiíÍ + ÍS^Í + c 

J O K 
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INTEGRACION DE FU’NCIQN'ES TRIGONOMÉTRICAS 


..Té, , 2ctg ,: > Ctg*z 

6. J esc z dz = -CÍg z - —-— - -' - + L 


dx . lg a x 


x + 


7. J-2í- = t S 
J í-as x 

& r dz _ tg : ‘ 2 i 2tg J s 

J me 1 ’ ■>■ 


3 5 

C 


eos" z 5 


+ ig z + C 


ii 

Sx . 2 ctg s 


J - 9. [esc* — +C 

J " ' Q 3 


10 




IL Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales vcomprobar los resultados 
por diferenriadÓTiH 


1. J* ^sec x + esc jt) ¿ dx 

2. | (^sec 2 x - esc 3 x^j dx 

3. |(csc 3 6 + sec 2 0) 3 tíÜ 

4 . J (sen 2 x - ese 2 x J 1 dx 
5< J ^eos" x + sec 2 x j 3 dx 
6. Jcsé 4 ^^^ 


7. j sed my dy 

8. J esc 7 j dx 

9. JsecVx tfjr 

10, | t 2 sec^t l dt 

11 . f esc n fije dx 
l£. Jsec* 4x dx 
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3.6 INTEGRACIÓN DE PRODUCTOS DE POTENCIAS 
DE TANGENTES Y SECANTES O 
COTANGENTES Y COSECANTES 

Para integrar algunas diferenciales trigonométricas fácilmente, es necesario trans¬ 
formarlas en integrales inmediatas por medio de reducciones trigonométricas 
sencillas, 

Cas?o VT+ Solución de integrales de leí forma: 

f tg JtI u sec* u dn o f ctg'" u esc" u du , 

donde el valor n dehe ser un número entero positivo par o m 
debe ser impar. 

EJEMPLOS 

1. Hallar la Jtg l 3j¡csec 2 3.r dx. 

Solución 

La integral propuesta tiene la forma [ tg 1 ' 1 u sec Jí u du 7 en donde n = 2, lo que 
satisface la condición del caso VI. 

Aplicando directamente la fórmula ”í] en dicha integral, resulta: 

\ [ tg*3-v sec a 3* dx = —+ C 
J 15 

2. Hallar la J ctg 6 2 z esc' 2z dz r 

l 

Solución 

Esta integral tiene la forma [ctg n: u csc ,n u du, en donde m = 5 y n - 2, por lo 
que ambos valores satisfacen la condición del caso VI. 
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Aplicamos directamente la fórmala ¡T] en dicha integral, y resulta: 

j ctg 5 2z esc 1 ' 2 z dz = — + C 


3. Hallar la Jtg 3 0sec 5JÍ Bf¿&- 
Solución 

La integral propuesta tiene la forma J tg-" 1 usec' 1 u du f en donde m = 3 Jo que 
satisface la condición del caso VL 

Factor! zumos en el integrando, y tenemos: 

| tg a 0 sec 5/2 Gd& - j tg' 1 0 & ee 6 ' ! 0 tg 0 de. 

Aplicando la identidad tg ¿ Q = sec 3 0 -1 resulta: 

J tg 2 0$ cc Sfi 9 tgedS = j (sec 2 9 - l)see [ "- 0 tgB d0 
Multiplicando, tenemos: 

| [sec 2 - l) sec in 0 tg 0 dQ = j aec 9/1 0 tg BdO - J sec'"’* 9_tg 9 dB 

Factor» zamos la función secante en la integral (T), y tenemos: 

jsec 9;s 0 tg 6 <¿0 = Jsec Tl ' 2 Bsed 0 tg 0 d B 
Aplicamos directamente la fórmula [í], y resulta: 

O opfi^ü 

| sec' ;2 0 sec 0 tg 0 cfB - — ^ + C 

Factorizando la función secante en la integral @) + tenemos: 

J sec 5 ' 2 B tg0 ¿6 = - J sec 3,2 0 see 0 tg 0 dB 

Aplicamos directamente la fórmula [í], y resulta: 

2 sec^B 

j sec 3 "'" O sec B tg B d6 - ----+ C 


Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos. 
f „ rJil aseche aseche „ 

J tg J B sec" ü CÍO - — — -- 
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UNTDAP 3 


4, Hallar la Jctg 3 mxc$c mxdx. 

Solución 

Esta integral tiene la forma j ctg m u ese 1 udu,en donde m = 3, lo que satisface 
la condición del caso VI, 

Factor i zainos en e! integrando, y tenemos: 

J ctg 3 mx esc mx dx = J ctg 2 mx esc mx ctg mx dx 


Aplicando ía identidad ctg 2 mx = esc 1 mx-* 1, resulta: 

J ctg" mx esc mx ctg mx dx = J (esc" mx - lj esc mx ctg mx dx 
Y multiplicamos: 

I (esc' mx - l) esc mx ctg mx dx - f csc 1 mx ctg mx dx - j esc mx ctg mx dx 

© © 

Factor izando la función enserante en la integral (T), tenemos: 

( csc a mx ctg mx dx = J esc J mx esc mx ctg mx dx 

Aplicamos directamente la fórmula \W\, y resulta: 

f 2 4 j csc a mx 

esc mx esc mx ctg mx dx- -+■ C 

J 3m 

Resolvemos directamente la integral (?) por medio de la fórmula [ 13 ], y 
resulta: 


f Pfif 1 IHf 

- f csc mx ctg mx dx. - --i- C 

J m 

Escribimos en forma unificada los resultados de cada integral, y tenemos: 

f , a , cae 3 mx csc mx 

x ctg mx csc mx dx - - + — -+ C 

J 3 m m 


5. Hallarla \ sen¿t . d í. 

J eos 4 í 

Solución 

Factor izamos en el denominador déla integral dada: 


r sen 2 í dt 
^ eos 4 í 



sen 2 1 dt 
eos 2 ¿cos a t 
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INTEGRACIÓN DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Aplicamos las identidades Sei \ * = tg 2 t y 

eos* t 


eos' t 


= sec 2 t, y resulta: 


sen 2 tdt 
eos 2 t eos 11 f 



tsec 1 i dt 


La integral resultante tiene la forma j tg J " u sec n u du , en donde n = 2, lo que 
satisface la condición del caso YL 

Aplicando directamente la fórmula 4 en dicha integral T resulta: 


/ sen 2 í dt 
* eos 4 t 


- [ tg 2 t sec J t dt = 


Mi* 

3 


#C 


6, Hallar la J 


dx 


sen 4 3x eos 1 3x 


Solución 

Aplicamos Las identidades 


1 = esc" Sx y -= set 1 Sx, resulta: 


sen J 


eos 11 3 j 


f — i d ' A ~ —- — - f esc 4 3x sec £ 3i' dx 

j BPn 4 íí Y POS 3je ^ 


Factorizando la función cosecante de la integral, tenemos: 

j esc 4 3* sec 2 3x dx = j (esc 2 3xf sec 1 3x ix 

Aplicamos la identidad esc 2 3* = i + ctg 3x t y resulta: 

f (csc s 3x) ! - séc* 3x dx - J(l+. ctg 2 3x f sec £ 3x dx 
Desarrollando el binomio al cuadrado, tenemos: 

j (l + ctg 2 eec 2 3x dx = J (l + 2 ctg 1 3x + ctg 4 3x) sec 2 3x dx 

Multiplicamos, y tenemos: J (l + 2 ctg 2 3x + ctg T 3x) sec~ 3x dx = 

= f sec^xdx +2 f ctg 2 3* sec' 3rdx 4 ( ctg 1 3x sec* 3x dx 
® ® © 

Aplicando la fórmula [Iü| en la integral (T) t resulta: j sec" 3 xdx ~ + C 


Aplicamos las identidades ctg 2 3a; - 


eos" 3 jt 
sen 2 3 jc 


y sec J 3x = 


eos 3x 


en la inte- 
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UNIDAD 3 


gral @, y tenemos: 2 j ctg" 3* sec 1 ' Sx dx = 2jj 
Simplificando, resulta: 2 f- x 

«r 


CO£ ¿ f 


se ív 3* eos 3 jc 


dx 


sen" 3x 


Aplicamos la identidad-= esc 2 3*. y resulta: 2 f —* = 2 f ese 1 3r dx 

sen 3x i scn ¿ 3 * i 


sen 3x 

Entonces resolvemos directamente la integral resultante por medio de la 
fórmula 11 : 


rtf a , 2ctg3x- _ 

2 esc 3x dx = --=-— + c 

J 3 

Aplicando las identidades ctg 4 3# == 330 y sec® 3* =_? 


sen' 1 3x 


eos 2 3jc dx 
sen 11 3 je 


j’!' eos 4 3x '' 

f 1 1 

j (sen 3 3 jc j 

, eos 2 3xj 


eos 2 &x 
dx 


én la 


Simplificamos, y resulta: J 
Pastorizamos en el denominador de la integral resultante: 


/ eos" 3x dx 
sen -1 3* 



coa 2 3x dx 
sen" 3,v sen 1 3x 


Aplicando las identidades C ° S . * = ctg a 3i- y -i-- csc a 3x resulta: 

sen 3* sen 2 3x 


eos 1 3x dx 
sen^ 3xsen 2 3i‘ 


- J ctg" 3x 


esc' 3x dx 


La integral resultante tiene fa forma J ctg™ u cae" u du, en donde n = 2, lo que 
satisface la condición del caso VI r 

Aplicamos directamente la fórmula [T¡ en dicha integral, y resulta: 


| ctg" 3x esc 1 3x dx = - + C 

Por último, escribimos en forma unificada los resultados de cada integral: 

* f dx _ = tg 3x _ 2 ctg ctg ;1 3x 

3 sen J 3xr eos 2 3x 3 3 "9 + 
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_ integración de funciones trigonométricas 


7. Hallarla 

J tg 3 x 

Solución 

Factor i zainos en el numerador de la integral dada: 

sec J xdx r sec 2 x sec ¿ x dx 


í 


t S 3 x 


i 


tg ] 'x 


Aplicando la identidad &ec í x - 1 + tg 2 resulta; 

1 


sec" x sec 
tg* a: 


2 x-dr _ J (1 i- t% 2 x)sec 2 xdx 


tg * 


Al multiplicar, tenemos: 
m xdx j* scc 

J tg*x * 


(l + tg' f gcc a X dx f tg 2 je sec 2 x dx _ 


tg 3 * 


í- 


tg‘ l x 


= JV 


Aplicando la fórmula!~4~| en la integral (T), resulta: 


f tg^xsec 3 xdx = - - 

J ^ O tfT 


+ C - - 


ctg^ x 


■sec xdx~ I 

© 

r sec J .x dx 

tg* 

\¿j 

+ C 



2 tg~x 


Resolvemos directamente la integral ® por medio de la fórmula! 5 |, y resulta: 

sec" je dx 




tg* 


- In tg je • + C 


Finalmente, escribimos en forma unificada los resultados de cada integral: 

sec J x dx ctg ¿ x 


r sec x 
' tg 5 * 


+ lntgx-? C 


EJERCICIO XK 


L Comprobar las siguientes integrales de productos de potencias de tangentes y 
secantes o cotangentes y cosecantes (caso Vil, 

L JtgWxds ^ + ^ +c 3 . 

J fi+1 íi + 3 


' tg ax 


V e os ax , 


tiI = Ü_2£ + í£_2£ + c 

Su 7a 


rtg^jEcfi 2sec" J * r, 

> 1 ---+ S Jcos x + C || 

' J v s ec * d 


cscir- fif = _d¿w +c 


tg bt 


3b 
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UNIDAD 3 


5 . /('*2“Y, ir ..SÍE5 + ¡i« +e 

gazj 3a a 

„ r eos 4 z dz cte” z 

e. J— -g— = --=—te 

J sen z o 

7. f tg* í sec 4 í <fí = MIZ + ÍSlí. + q 
1 5 

s. fcréese í erfo = -^^-^í.+c 

J 4 6 

0. Jctg a 3'C3C S J^--^^ + H£lZ +C 

5 3 

10. J tg e A /sec0 c¿e = 2i/aec 0 + C 

f sen 3 '' 2 9¿fe _ 2tg fiy “e 2tg s,ra 6 
' co& 1,/Sí e 5 r 9 |C 

12. fetg 3 JCCS c^ í ^ = -H£l£ + £!£!^ + c 

J O 


13. Jtg , «Me* ( «,k,,Sl“ + J¿“ + C 


4n 


Sa 


14. [ Lg' 5 2s sec 2s rfs = 


sbl 2 s sec 2z 


+ C 


e 3 e 

- sec — 
3 3 


15. J tg J t seL- 3 - do = 


si 

3 sec 3 3 0 

- -S6C- + C 

5 3 


16. / 


sec ffue y _ ctg* mx ctg mx 


tg mx 


3/71 


+ C 


m 


17 . J~t e 2 fl secJflt E a secetg» In(sec8rtg9) 


18. / tg^sec 3 2y dy = **‘3r ._ «c’gy + 
J 10 6 


+ C 
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INTEGRACIÓN PE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


19. J 

ctgmí esc 1 mx dx = ■ 

ctg 2 mx 
2m 

ctg" mx c 

4 m 

20. J 

1 ^ 2t^' 2 mx 

tg mx scc mx - + 

DJTI 

2\¿ >n mx c 

9pti 

Hallar el v alor de cad a una 

de las siguientes integrales y comprobar los resultadas 

por diferenciación. 




1, 

f cae' 1 xdx 
^ ctg 1 X 


12, 

J ctg 2 9 ese 3 0¿í0 


r dx 


13, 

ctg' 1 s dx 

2. 

J eos ' 3 a sen* 3 a 


* ^iCSC X 

3, 

i* eos* t dt 
■* sen 4 1 


14. 

| tg mx sec 4 mx dx 

4. 

j tg 3 ítisec ai dx 


15, 

f tg' 1 0sec J e dd 

5, 

\ ctg° 9 esc""" 9d0 


16. 

| ctg 3 2y ese 2 y dy 

6, 

f tg 5 2t sec 2 2t dt 


17. 

Jctg 3 3 árese 1 azdz 

7, 

f ctg* 3 y esc 4 Sydy 


18, 

j ctg : x ese 4 -v dx 

8. 

Jctg 4 x ese 4 x dx 


19, 

J ctg x Al 1 CSC x dx 

9. 

f ctg 3 — ese 11 — dx 

J 3 3 


20. 

| tg J x sec" x dx 

10, 

r cas 312 xdx 

J sen 11/5 x 


21. 

| ctg rf 2x ese 2 2x dx 

11. 

f sen 4 a: dx 

J eos* x 
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UNIDAD 4 APLICACIONES DEL CÁLCULO 
INTEGRAL 



4.1 CÁLCULO DE LA CONSTANTE DE INTEGRACIÓN 


Determinación de la constante de integración por medio de condiciones 
iniciales 

Para determinar el valor de la constante de integración C, se toman en cuenta los 
siguientes datos básicos: 

a) Derivada de la función DF 

b) Valor de la variable VV 

c) Valor correspondiente de la función VCF 

EJEMPLOS 

l. Hallar una función cuya primera derivada sea Sx 2 - 4a + 1, y tenga ei valor 
de-9 cuando x = - 1. 

Solución 


Tenemos como datos; 
Integrando, resulta: 



W 

jc — —1 


VCF 
y - “9 


= x A - # + C 

En la expresión resultante sustituimos el valor de fa variable y el valor corres¬ 
pondiente de la función, y resulta; 


y — i' 1 - 2 y' + í + C 

_y ^ (-1) - 2(-l) a 4 (-1) + C /. La función buscada 

_£> = -1- 2 - 1 + C t de donde; C = -5 es y = x*-2x* + x-5 


2, Hallar una función cuya prime ra derivad a sea eos x 4- s en je t y tenga el valor 
de 2 cuando x = ^. 

Jai 


243 





UNIDAD 4 


Solución 


DF 


dy 


Tenemos como datos: ■ —- eos x + sen x 

[ dx 

Integrando, resuIta: j J dy = j[(eos x + sen. 2) dx 

y = sen x - eos x + C 


W 


r = - = 90* 
2 


VCF 
y *2 


í’jfi la expresión resultante sustituimos el valor de la vari able y el valor corres¬ 
pondiente de la función, y resulta: 


y = son x - eos x + C 
2 = sen SO 5 - eos 9Ü = + C 
2= 1-0 + C, de donde: C= 1 


,\ La función buscada es 
y = sen x - eos x + 1 


3. Ha 11 ar una funcíón cuya pri m era derivada sea 

—cuando x = a, 

2a 


t , y tenga el valor de 
x ^ab¬ 


solución 

Tenemos como datos: 
Integrando, resulta: 


DF 

dy 1 


dx x~ + a' 
dx 


f*'=J 


2 * 

x + a 


W 


1 X 

y = — are tg— +■ C 
a a 


VCF 

TZ 


y~ 


2a 


En la expresión resultante sustituimos el valor de la variable y el valor corres¬ 
pondiente de la función: 


y - — are tg — + C 
a a 

n 1 ^ c ^ 

— = — are tg —¡- C 

2a ti- a 

— = ™- + C t de donde: C - — 

2c 4 a 4a 


La función buscada es 

1 . X TI 

y = — are tg — + —- 
a a 4 a 
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APLICACIONES DE L CALCULO INTEGRAL 


4. Hallar una función cuya primera derivada sea 3te~\ y tenga el valor de 4 
cuando ¿ = 0. 


Solución 


DF 


Tenemos como datos: \ — ~ 3 te"' 

{ dt 

. Integrando, resulta: j Jds = J 3í e 2 c dt 


W 
í = 0 


VCF 
s = 4 


ae aí ’ c 

S = ----+ L 

4 


En la expresión resultante sustituimos el valor de Invariable y el valor corres¬ 
pondiente de la función, y resulta: 


Se u 

s = -1- C 

4 

3eW 

4 ^—- + C 


S 13 

4 - — + C, de donde: C- — 
4 4 


. r H La función buscada es 

3e 2í ’ 13 


5. Se tiene dy-{ 4* + 2) <fx,y - 17 cuando x-2. Hallar el valor de y cuando 
x = 5. 

Solución 

Integrando dy = (4jc + 2) dx, tenemos: [ tfy = j(4.v + 2) c¿x 

y = 2x 2 + 2 x-C 

Sustituimos en la expresión resultante el valor de la variable y el valor corres¬ 
pondiente de la función: y ~ 2x~ + 2x + C 

l7 = 2(2) a +2(2) + C 

17 - B + 4 - 1 - C. de donde: C = 5 

Ahora, necesitamos conocer el valor de y cuando x - 5, y tenemos: 

y - 2x ¿ + 2x + 5 

y ~ 2(5}* +2 (5)+ 5 


y = 50 +■ 10 + o 

y - 65 


Cuando x = 5, el valor 
de y es 65 
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UNIDAD i 


Determinación de la constante de integración por medio de su significado 
geométrico 

Para determinar la constante de integración a partir de! significado geométrico, 
tomaremos en cuenta la relación del cálculo integral y diferencial con la geo¬ 
metría analítica. 


EJEMPLOS 


1 Determinar la ecuación de la curva cuya tangente en cada punto tenga de 
pendiente 5-V y que pasa por el punto A (2, 3), 

Solución 

Puesto que la pendiente de la tangente a una curva en un punto cualquiera 


es 


dy 


tenemos, por hipótesis, que: ^ = Bx . Integrando, resulta: [dy = Ja* dx 


y = —~ + c 


Como la curva pasa por el punto A (2, 3), tenemos: 


y = — + C 
3 = ^ + C 


3 - 10 + C, de donde: C - -7 




La ecuación de la curva es y = - 7 

que representa una parábola, ^ 


2, Hallar la ecuación de la familia de curvas en que la pendiente de la 
tangente en un punto cualquiera tiene el valor do 3, 

Solución 

Dado que la pendiente de la tangente a una curva en un punto cualquiera es 

— , tenemos, por hipótesis, que: — = 3. Integrando, resulta: [dv = f 3 dx 
dx dx : ^ } 

y 8* + C 

La ecuación de una recta queda determinada completamente si so conocen dos 
condiciones independientes, por ejemplo, dos de sus puntos o uno de sus puntos 
y su dirección. 

Una recta que cumple solamente una condición no es una recta única, por lo 
que existe una infinidad de rectas que satisfacen dicha condición y tienen una 
propiedad común. 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


A la totalidad de las rectas que cumple 
con una única condición geométrica se ie 11a- 
ma familias de timas rectas o has de rectas, 

Al tomar C un valor particular, se obtiene 
la ecuación de cualquiera de las rectas que 
forman la familia. 

Sí damos a C diferentes valores, por ejem¬ 
plo 4, 0 y - % entonces tenemos las siguien¬ 
tes ecuaciones: 

y = Sx + 4 y = 3x y ~ 3.v - 2 

Sus lugares geométricos representan una 
familia o haz de rectas, tal y como se mues^ 
tra en la Figura 1. 

En la ecuación y = 3_r + C, la constante de 
integración representa el segmento que la 
recta determina sobre el eje y, 

,\La ecuación y * 3* + C representa la totalidad de rectas que 
forman una familia o haz de rectas paralelas y v que tienen la 
propiedad común de que su pendiente es 3, 

3. En cada punto de cierta curva es y " - r. Hallar la ecuación de la curva 
s abí endo que pasa por el punto A (3,0) y que tiene en ese punt o la pend iente 
de 7/2. 

Solución 

Doterm i n ando 1 a primera derivada de la expresión dada, tenemos: y — x 

k-j* 

®,íl.c 

¿V 2 

Puesto que la curva pasa por el punto A (3,0) y tiene en ese punto la pendiente 
de 7/2, resulta; 

dx 2 

U*£,c 

2 2 

— - — + C t de donde: C =-1 
2 2 
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UNIDAD 4 


Integramos la expresión dy = 



y ~ - X + C 

B 


Dado que la curva pasa por el punto A (3, 0), tenemos: 


x 

y = —— x +■ C 
G 


, j r La ecuación buscada es 





Gy = x* -Gjc-9 


Determinación de la constante de integración por medio de su 
significado físico 

Para determinar la constante de integración a partir del significado físico, to¬ 
maremos en cuenta las leyes que rigen el movimiento rectilíneo. 

EJEMPLOS 

1. Dada la relación u-íH-óf entre velocidad y tiempo, hallarla relación entre 
distancia (s) y tiempo (£), si s = 2 cuando i - 1. 

Solución 

Puesto que la derivada del espacio con respecto al tiempo es la velocidad en un 

instante cualquiera, tenemos: v = — 

ut 

Sustituimos en la relación dada: u = a + bt 



dt 



$ = at + --+ C 

2 
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APLICACIONES fJEL CÁLCULO INTEGRAL 


En la expresión resultante sustituimos el valor déla variable y el valor corres 
pondiente de la función: 


bt r 
s = af + ■— + C 

2 

2=a(J) *¿Ü)l + c 

h " b 

2 = a + — + C t de donde :C ^ - ~r 

2 2 


La relación entre la distancia y el tiempo es: s = oí + — + 2-a- 2 

bt 2 b r 

s=a£-a + —— + L 

,. s = 0 (i-l) + |(t s -l }+2 

2, La aceleración está expresada por o = 4 - t\ Hallar la relación entre velo 
cidmi y tiempo si v = 2 cuando f - íL 


Solución 

La aceleración se define como la rapidez de variación de la velocidad con res 

dv 

pecto al tiempo, es decir: a = — 


Sustituimos en la relación dada, y tenemos: a - 4 - £ 


Integrando, resulta: j dv - J (4 - f 2 ) dt 


± = 4-t 
dt 


í? = 4í- — + C 
3 


En la expresión resultante sustituimos el valorde la variable y el valor corros* 
pondiente de la función: 


t 

u = 4 1 -+ C 

3 

2 = 4(3)-í^ + C 
2 = l2-9 + C, de donde: C = -1 


/. La relación entre velocidad 

í 3 

y tiempo es u - 4f - —- -1 
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UNIDAD 4 


3. La aceleración está expresada por a — —■ 32„ Hallar la relación entre distancia 
>' tiempo, sí $ = 0 y v = 20 cuando t = 0. 


Solución 


dv 


Puesto que a = — al sustituir en la relación dada, tenemos: a =-32 


~ =-32 

dt 


Integrando, resulta: j ¿fu — J -32 dt 

o s -32f + C 

Sustituyendo en la expresión resultante t =? 0 y v = 20, tenemos: 


La relación entre velocidad 
y tiempo esiis -32 1 + 20 


v = -32 1 + C 
20 = -32 (0) t C 
20 = -0 + C, de donde: C = 20 

ds 

Como v = —, sustituyendo en la relación anterior, tenemos: u - -32t + 20 

ds 

—- = —32í + 20 
dt 

Integrando, resulta: j ds = J(-32í + 20 )dt 

s = -lGf 2 + £0/ + C 

Sustituimos en la expresión resultante t = 0 y § - 0, y resulta: 

5 = -16t ? + 201 + C 
0 = -16(0) 2 + 20(0) + C 
0 = -0 +0 + C, de donde: C = ü 


La relación cutre velocidad 
y tiempo es ar = -16f z + 20í 


4. ¿Con qué velocidad golpeará una piedra el suelo si se deja caer desde lo alto 
de una torre de 104 metros de altura? 


Solución 

Puesto que la aceleración se define como a tenemos que. al integrar 
resulta: dt 

du 

dt 

| du = J a dt 


= a 
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APLICACIONES DEL CÁLCU LO INTEGRAL 


Si la velocidad inicial (v } es v = v cuando t = 0, tenemos: 
u = at + C 


(0) + C 

v a = 0 + C, de donde: C = v a 
ds 

Como o = ~r~ al sustituir en la ecuación anterior, tenemos: v = at + u. 
dt t 

as 

-— = ÍJÍ + u 

dt c 


/. La ecuación resultante 
es v = a t s + v 

O 

© 


Integrando, resulta: J ds = j {at + v^) dt 


s = 


ai 


+u„ í + C 


Integrando, si la distancia inicial (s ) es s - s a cuando í “ O, tenemos; 


at 

s - — + » t + C 
2 


s„ ~ O + O + C, de donde: C = 


La ecuación resultante 
ni* 

es s =-+ v„ t + 


© 

Sustituyendo en(T) y (2^) los valores a. = g, l? o » 0, s c = 0 y j = A, obtenemos 
las leyes del movimiento de un cuerpo que cae en el vado partiendo del reposo (sea 
g la gravedad y k la altura), es decir: 


(T) u = & + o v 

y - gt + 0 
■ v = gt 


at 

¿ 

h - ----- + (0 )t + o 
2 

h = l/2^f 2 


Despejamos f en(T) y resulta: y a gt 


t = — 
£ 


Sustituimos en(2), y tenemos: 


A - 1/2 gt 2 


h = 1/2 



\ g ) 
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UNIDAD 4 


Al despejar u, resulta: h - 1/2 — 

g 

2gh ^ 0 * 

v = «J 2gh ® 

Sustituyendo los datos del problema dado en la ecuación (3), resulta: 
tJ = J2gh = ^¡'2(9.Sm/s“)(104 m) 

ü = ^2038A m*/^ " La velocidad con que 

la piedra llegará al 

V = 45.149 m/s sucio es de 45,149 m/s 


5. Un tren parte de una estación do ferrocarril. Si su aceleración es de 
0.006f + 0.15 m/s a s ¿qué distancia recorrerá en 20 segundos? 

Solución 


Si en la expresión a = 0.006* + 0.15 sustituimos a = — resulta' 

dt 

do 

— ~ O.OOóf + 0.15 
dt 

Integrando, tenemos: jdv= JfO.Oosc + 0.15) di 

v = 0,093 í a + 0.15/ +C 


Si la velocidad inicial (.u 0 ) es v - cuando í = 0, tenemos: 


y = 0.Ü03Í 2 + 0.15 1 + C 
v B = 0.003(0)" + 0.15(0) + C 
o t = 0 + 0 + C, de donde: C = v a 


o La ecuación resultante 
esa = (U)ÜSí s + 0.15C + v t 


Como v ~ —, al sustituir en !a ecuación anterior, tenemos' 

dt 

w = 0.003 ¿ i + 0,15í + y p 

— = 0.003 t l + 0.15 í + ü 
dt 


Al integrar, resulta: jds = j(o.ü03f 2 + 0.15í ■+ v L ‘j 


dt 


s = 0.001 1* + Q,i y ■ + V a t + C 
35 


252 









APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Si la distancia inicial (s 0 ) en s = s a cuando t - 0, tenemos: 

s = O.OOlí 3 + °' lñt - + vJ + C 
2 

s o = 0,001(0) + - — + (0) t C : La ecuación resultante es 

" 3 Q.lSf* 

& - O.OOl f 3 -\ -h u é + s „ 

s a - 0 + 0 + 0 + C, de donde: C = s 0 2 

Sustituyendo en la ecuación anterior los valores de v ñ = 0, s, = 0 y f = 20s 
tenemos: 


s = O.OOlí 3 + + u t + s 

2 n ti 

s = 0.001 (20) 3 4-+ (0)(20) + 0 
2 

£ = 8 + 30+0+0= 38 metros 


La distancia que recorre el tren 
a los 20 segundos de su partida 
es 38 metros. 


6. Un proyectil se dispara contra una pared vertical situada a una distancia 
de 147 metros, La velocidad inicial as de 49 m/s y oí = 45 ü es el ángulo de tire. 
Despreciando la resistencia del aíre, hallar la altura del impacto del proyectil en 
la pared. 


Solución 


Consideramos el plano XOY como el plano del movimiento, OX como el 
horizontal y OY como el vertical; supongamos además que el proyectil parte del ori¬ 
gen (O). Ver la Figura 2. 

Supongamos que sólo la fuerza de la gravedad influye en el proyectil, es decir, 
la aceleración es cero en el sentido horizontal y-^en el sentido vertical. Entonces: 



Figura 2 



Integrando, tenemos: 

Jéíu, = J 0 dt y f dv. r - f-,g dt 

v x = C x v r = -gt + C s 

Si la componente horizontal de la 
velocidad inicial es: v a eos a, y si la 
componente vertical de la velocidad 
inicial es: v e sen ot. 
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UNIDAD A 


Entonces C, - ^ cosa y C, =u D sen a s tenemos que: 

ir T = 01 y v y = -tff + o D sen a 

Puesto que u,®— y = prostituyendo respectivamente en las ecuaciones 
anteriores, resulta: v x = Vo eos a Vy = ~gt + u a sen a 

dx dy 

~^¡ ~ v * COs a ^ = -gt +- i? g sen a 

Integrando, obtenemos: Joír ^J v 0 eos adt J dy = J C -gt + v 0 sen a )dt 

x = eos a * t 4- C y = - -— + ij s en tic ■ í -r C 

2 

bi f = 0, x = O y y = 0, tenemos; 

9f á 

x = ^ eos a ■1 + C y = —— + u 3 sen a - í + C 

£g 

0 = o o cosa (0) +C 0 = -^L + » o sína(0) + C 

De donde; C - O C = fl 

Por tanto, las ecuaciones resultantes son; 

© * = v , eo9tt + f ® y = -V2 gt* + v^coa a ♦ í 

Despejamos t en © y resulta: * -^ cos a . f 

í -■--— 

u 0 eos a 

Sustituyendo en (3), tenemos: 


y = "X/3 + CJ. sen a ■ í 


>' = ’l/2g 




jp 




^ v a eos a 

/ % \ 

x 

^ v 0 2 qqe ¿ a 


+ liasen a ¡ 


+■ X ' 


\ V a CQS ot 

sen oc 


y = “- 




2 l \ ¿ eos" a 


■+ x t#í ot ® 


La ecuación resultante representa una parábola y es la ecuación do la travec- 
toria del proyectil 
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APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL 


Sustituimos los datos del problema dado en la ecuación (3), y resulta: 


y 


gx 

2y p " tos' Cí 


+ Jf tg a 


y 


(9,8) (147) z 
2(49) 2 eos 3 45° 


+ (147) tg 45° 


(9.8) (21609) 
2(2 401} (0.5) 


+ (147)(1) 


y 


211768.2 

2401 


+ 147- -88.2+ 147 


y - 58.8 metros 


a La altura del impacto del 
proyectil en la pared es de 
58.8 metros.. 


EJERCICIO XX 

L Las siguí entes expresiones se h an obtenido d eri vando ciertas funciones. Encada caso, 


hállese la función para los valores dados de la variable y de la función. 


DF 

w 

VCF 

Solución 

1. 

— = *- 3 
dx 

x = 2 

y = 9 

y = ■—- — 3x + 13 

2 

2. 

— = 3* s - 2* + 5 
di 

x = 1 

y = 12 

y = x 3 — x 2 + 5x + 7 

3. 

£1 8- 
II 

V 

V 

I 

'Hé 

y ”2 

x = a 

x = — -2y 2 + 4 

4 

4. 

ds r 1 

t - 4 

s - 0 

2í 3 ' 3 - 28 

s = -+ 2 v f-- 

3 3 

5. 

dy I 2 

— = ctg X — CSC X 

dx 

x = ji/2 

y - 3 

y = In sen x + ctg x + 3 

6. 

— = sec ! x + tg x 
dx 

x - 0 = 

y = 5 

y - tg x - In eos x + 5 

7, 

—^- = 3 + z — 5z 2 
dz 

z = 8 

y - ”20 

x l fíx J 

y = 304 + 3x + - 

2 3 

8. 

ds _ 1 1_ 

dt~ t 2 — í 

í = 1 

s = 0 

s = ln t 
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UNIDAD 4 


9. x = 2 y = 0 I.* 

dx d ^ 2 ^ 

1°-“ = 5y 3 +2y + 4 v -2 z = 10 z=~ + y 2 +4y-22 

dy 4 

II. Hallar la ecuación de la familia de curvas en que la pendiente de la tangente en un 
punto cualquiera tiene el valor que se indica. 


Pendiente y punta 

Solución 

1 dy 
dx 

a: 3 

y - —' + C (parábolas) 

2 . 

dx y 

2 a 

y jf 

— = — (parábolas semicúbicas) 

jL, lJ 

3. — = 3* s 

dx 

y = x" +■ C (parábolas cúbicas) 

4, ^L = ~ 
dx y 

y 2 - x 2 = C (hipérbolas equiláteras) 

dy _ b' 1 x 
dx a* y 

a 2 y 2 -h 2 x 2 = C (hipérbolas) 

g dy __ b 1 x 
dx & s y 

a 2 y 2 + &V* - C (elipses) 

7 = l +±_ 

dx 1 - y 

* S + y 2 + 2jc - 2 y = C (circunferencias) 

8. 

x‘ + y 2 = 2 C (circunferencias) 

En cada uno de los siguientes problemas, hallar la ecuación de la curva cuya 
pendiente en un punto cualquiera es la función dada délas coordenadas, y que pasa 
por el punto particular indicado. 

Pendiente y punto 

Solución 

*■ 2H ^ 

2y = x % + 1 

- ~ = -^ A (^ e ) 

y = 2s’ ! 

3. 5(0,0) 

dx y~x 

x 2 + y 2 ^2hx~ 2hy - 0 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


4. £ = 4 ;«( 1.1) 

ax x 


G. 

7. 


dy m _ 

dx 4x 

dy 

dx 
dy 
dx 


fe C (2,1) 


15 

= 2xy; C (3,1) 
= y\x; A (4,1) 


8. ffe;S( 0 ,l) 

dx 3 + 1 


X lliy = -1 + X 

4x 2 -y 2 - 15 
In y - r' - 9 
31 ny=2(x Y* - s) 
(y + 1) = (í + 1) + 3 


IV. Resolver los siguientes problemas. 

1, Se dan dy - oos 2 j¿ dx t y - 6 cuando Jt = n¡% Hallar el valor de y cuando r = 3 je/4. 


2. Se dan ds = t^i 1 ■+ 4t c¿£, s = 0 cuando t - 0. Hallar el valor de s cuando f =■ 2. 


3. Se dan dy = x 100 - x “ dx, y ■= 0 cuando x = 0, Hallar e3 valor de y cuando x = 8, 

4. Se dan dy - (1 +■ 2x) dx, y = 7 cuando x - L Hallar el valor de y cuando x = 3, 


5. Sa dan cM = <J2px dx, A =i — cuando ü = —, Hallar el valor de A cuando 


x - 2p. 


12 


6. En cada punto de cierta curva es y = —r . Hallar la ecuación de la curva sabiendo 

x 

que pasa por el punto B (1, 0) y es tangente en ese punto a la recta 6r + y = 6, 

1 

7. En cada punto de cierta curva es y = — r La curva pasa por el punto A íl, 0) con 

JE 

inclinación de 135 ü . Hallar su ecuación. 


8, Encada punto de cierta curva es y - 


Hal 1 ar la ecu ación de la curva sabien- 


\ x +■ 3 

do que pasa por el punto C (1, 1) y tiene una inclinación de 45 3 en dicho punto. 
9. Hallar la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera 

es — = - — „ y que pasa por el punto A C3, 4), 

dx y , , dy 

10- Hallarla ecuación déla curva cuya pendiente en un punto cualquiera es — = 2x, 
. dx 

y que pasa por el puntu C 1. 1, 4J„ 

11„ Hall ar la ecuación déla curva cuya pend lente en un punto eualq uiera es ^ t 

J Y r 2 -l- 4 

y que pasa por el punto B (lj 2). 

12. Hallar la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es 
— - xcú& 2 y, y que pasa por el punto A (4, rt/4), 

dx 
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UNIDAD 4 


13- Hallar la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es 

r tz. - 

l'l iLp | 2 j y 

“ - ¡--, y que pasa por el punto E (2, 6). 

dx ]i 3 + y 

14- Hallar la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es 
dy r- 

— * x^Jy t y que pasa por el punto D (1, 9} r 

15, Hallar la ecuación de la curva cuya pendiente en un punto cualquiera es 
dy y 2 

T" “ y M ue pasa por el punto A (1, 4), 


V- Resolver los siguiente* problemas, aplicando el significado físico de la constante de 
integración: 


1 . Dada la relación v = t 4 -, hallar la relación s y í 3 si 5 = 8 cuando f = 4. 

2, Dada la relación u = ^t- 1 r hallar la relación s y t, si 5 = 4 cuando t = 2, 

3. La aceleración está expresada por n = -i. Hallar la relación entre v y L si v = 4 
cuando t = 6 . 

4, La aceleración está expresada por a = 3¿yf. Hallar la relación entre v y t, si u - 6 
cuando ¿ = 9. 


5. La aceleración está expresada por a = -16 eos 2¿. Hallar la relación entre s y t, si 
s - 1 y v - 30 cuando t - 1, 

6, La aceleración está expresada por a = 4 - t. Hallar la relación entro s y t, si 
* = 2 y v - 40 cuando t -2. 

7 + ¿Con qué velocidad dará una piedra en el suela si se deja caer desde lo alto de un 
edificio de 40 metros de altura? 

8. Una piedra se dejó caer desde un globo que ascendía a la velocidad de 5 m/s. La piedra 
llegó a! suelo en 8 segundos. ¿Que altura tenía el globo cuando se dejó caer la 
piedra? 

9, Una pelota se lanza del suelo hacia arriba. En un segundo llega hasta una altura 
de 25 metros, ¿Cuál será la máxima altura alcanzada? 

10. Un cuerpo que se desliza hacia abajo sobre cierto plano inclinado está sujeto a una 
aceleración de 1.2 m?s 2 . Si se pono en movimiento hacia arriba en el plano con 
velocidad de 1.8 m/s. Hallar: 
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aplicaciones del cálculo integral 


a) La distancia a que llegará en t segundos, 

b'l La distancia a que llegará antes de de fizarse hacia atrás. 

\ I, En un cuarto a la temperatura do 20 : - se observa que un liquido tiene una tempe¬ 
ratura de 70 a ; después de 5 minutos, de 6Q 3 , Suponiendo que la rapidez de enfria¬ 
miento sea proporcional a la diferencia de las temperaturas del líquido y del cuarto, 
hallar la temperatura del líquido 30 minutos después de la primera observación, 

12. Un cuerpo que se lanza desde lo alto de mi a torre, con un ángulo de 45 D arriba del 
plano horizontal, cae al suelo en 5 segundos, en un punto cuya distancia horizontal 
del pie de la torre es iguala la altura de ésta. Hallar la altura de la torre. 

13. Un móvil parte del origen de coordenadas y después de t segundos la componente 
* de su velocidad es f 2 - 4 y la componente y es 4 1 , 

a) Hallar la posición del móvil después de t segundos. 

b) Hallar la distancia recorrida en la trayectoria. 

c) Hallar la ecuación de la trayectoria, 

14. Un proyectil se dispara contra una pared vertical situada a una distancia de 380 
metros. La velocidad inicial es de Sé m/s, 

a) Si a = 45*j hollar la altura del impacto del proyectil en la pared, 

b) Hallar a de manera que el impacto del proyectil esté on la ba?e de la pared. 

c) Hallar C£ de manera que el proyectil dé en la pared a la altura de 47,5 metros, 

d) Hallar a para la máxima altura del impacto en la pared y calcular esa altura. 

15. Una partícula se mueve en el plano xy de manera que las componentes de la 
velocidad paralelas al eje de las X y al eje de las Y son, respectivamente, k y y k x . 
Demostrar que la trayectoria es una hipérbola equilátera, 




4.2 CALCULO DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


Diferencial del área bajo una curva 


Sea la función ó (x) y sea y - ó (x) la ecuación de la curva AB. 


y 



Con base en la Figura 1 P sea CD la 
ordenada fija, EF la ordenada va¬ 
riable y A la medida del área CEFD. 
Cuando x toma un incro-mento pe¬ 
queño Ax t A toma un incremento 
AA (= EGJF). 

Completando los rectángulos 
EGHF y EGJI, observamos que: 

áreaJJGJíF < área EGJF < área ÉGJI, 

es decir, EF(Ax) < A A < G-J (A x); y 
dividiendo entre Ax, resulta: 


Figura 1 


EF < —— < GJ 

Ax 


Si Aa- 0, entonces, puesto que EF queda fija y GJ tiendo hada EF como limite 
(dado que y es una fundón continua de jc), tenemos que: 


Empleando diferencíalos, resulta.: dA = y dx ♦ 


Teorema sobre la difieren erial del área bajo una curva 


La diferencial del área limitada por una curva cualquiera, el eje dq las 
X, una ordenada fija y una ordenada variable es igual al producto de la 
ordenada variable por la diferencial de la abscisa correspondiente. 
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APLICACIONES DELCALCfLG INTEGRAL 


La integral definida 


Del teorema anterior se signe que si la curva AB es el lugar geométrico de 
y = 0 (*), entonces dA ~ y dx, es decir, dA = 0 M dx, siendo dA la diferenc.al del 
área entre la curvEi, el eje de las X y dos ordenadas. 


Integrando, tenemos: ] dA = | 0 l,*)<i* 

A-ÍM+c 

Para determinar el valor de la constante de integración C. hacemos notar que 
A = 0 cuando x = o. Sustituyendo estos valores en la integral obtenida, resulta; 


A = J(x) + C 

0 = J (a) + C f de donde C-~f{a) 



Por tanto, tenemos: 

A = f ix)-fia} 

Con base en la Figura 2 , teñe- 
itios que el área, CKL¡D „ cuando x ~ b 
es: áre&CKLD = 


Teorema sobre la integral definida 

La diferencia de los valores de j y dx para x = a y x-b da el área limitada por 
la curva cuya ordenada es y, el eje de las X y las ordenadas que corresponden a 
* - a y x = Simbólicamente se expresa: 

dx t que se lee: la integral desde a hasta b de y dx * 

La operación anterior se denomina integración entre límites ; donde a es el 
limíte inferior y b es el límite superior. 
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l'MDAD 4 


Por tanto, la expresión y dx se llama integral definida. 


Cálítuloj^ imjaijnííyfrjaJ 
Pasos para su solución' 

1, Integrar la expresión diferencial dada, 

2, Reemplazar la variable en esta integral indefinida, en primer lugar por el 
límite superior, después por el inferior y restar el segundo resultado del primero; 
es decir: 

••• J> dx = [/(*)£ = [/(« + C] - [/(«) t C] = f{b) - /(«) 

No es necesario tomar en cuenta la constante de integración, puesto que 
siempre desaparece en la sustracción. 


EJEMPLOS 


r-S 

1, Hallar la [ x^dx. 


Solución 

Integramos la expresión diferencial dada, por medio de la fórmula 
tenemos: 


- y 


¡lx s dx = 

r*<i 

J s 



Sustituyendo la variable por los límites, resulta: 


(5)1 ®1 = 625_16 = 1 . 225 
4 4 4 4 


f 1 x*dx = 153,25 


2, Hallarla 

Ji x 

Solución 


Integrando la expresión diferencia], dada, por medio de la fórmula [jT|, tenemos; 

Í,T 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Sustituimos la variable por los límites, y resulta: [ln x][ = ln * -ln 1- 1-0 * 1 

dx 


3. Hallar la f r _T , ^ ,c 


.■.r=«i 

Ji X 




SüíUClÓn 

Integrando la expresión 
tenemos: 

r di__ f r dac 

o 


diferencial dada, por medio de la fórmula 


f 

■J O 




) a. í 

\ r - x 


r are sen— 
r Jo 


Sustituyendo la variable por los límites, resulta: 


r are sen 


JQ 


= r are sen -- r ore sen — = r (90") - 4(0*) - 

r p - * 


•i 


r 

rn 
2 


r r 


dx 


4. Hallar la J*cosOde 


Solución _ 

Integramos la expresión diferencial dada, por medio de la fórmula [jt], y 
tenemos: 

f "eos e ífO = [sen O]^" 

Sustituyendo la variable por los límites, resulta, 

[sen e]¡¡ rt * sen a/2 - sen 0 = 1 - 0 -1 

h% ¡** C oñQdQ = l 

' a 


5. Hallar la J 0 sec 4 0d 


0. 


Solución 


La integral dada tiene la forma J sec p tí du y en donde n - 4 T lo que satisface la 
condición del caso V(integración de potencias de la función secante o cosecante). 
Factor i z ando el integrando, tenemos: j sec' 1 0 d B ^ J q s ec 8 m a e QdO 
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UN'] DAD 4 


Aplicamos la identidad sec s A = 1 + tg^O, y resulta; 

J \ec ¿ 0 gec ? e dO = | ^sec ! 0 (l+ tg 2 o) dG 

Multiplicando, tenemos; 

f’^sec'efl + tg 2 9) d&= f ' H scc 2 0dÜ + r^tg 2 esec £ 0áe 

0 r ¿a ^ Jg . 

Aplicamos en (T) y (5), respectivamente, !as fórmulas [lo] y E3, y resulta: 


füj'í 

sec' 0 d 6 = 
Jo 


tg0 4- 




Sustituyendo la variable por los límites, resulta; 


tgfi + 


tg 5 & 


I 


= tg %Í 4 + 


tg 3 iry 4 


=(i®)-( o + o) 


\ 

tg o + -^- Lf 

} 

L 3 J 


a í 1 sec J 0 d O ^ — 
Jo 3 


Cambio dé límites correspondiente a un cambio de ía variable 

Cuando so integra por sustitución de una variable (método de integración por 
racionalización), aveces es algo laborioso retransformar el resultado en función 
de la variable primitiva. Sin embargo, cuando integramos entre límites podemos 
evitar el procedimiento de reponer la variable primitiva T cambiando los límites 
de tal manera que correspondan a la nueva variable. 


EJEMPLOS 


1, Hallarla f ]tl x 

Jo l + x 3H 


Solución 


Como n - 4 f sea x-z 4 ", entonces x i --z- I = y dx = 4z 3 dz. Para cambiar 
los límites, notamos que cuando; x = 0, z = 0, y cuando x - 16, z = 2. 


Por lo anterior. 


tenemos: -^ 

Je i + x 2í4 


*2 z J (4 
D 1t2 5 



zVz 

TV7 
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aplicaciones del cálculo integral 


Al dividir, resulta: 

z 2 

1 + r y fz 5 



m \ z — 


1 + 2 3 


Ahora tenemos: 

4 


f* = 4 [' í í 3 -* = 4j V<fc - 4j ! j^¡ 

Jo 1+S 3 Jo \ |-§-z d ^ 1+^ 


® © 

En las integrales (T)y©, aplicamos respectivamente las formulas |_4] y 
resultando: 


fVcfe-4 f = 

4z 3 

4 

--lo 

( 1+í “) 

Jo Jo 1+V 

3 

3 


Sustituimos la variable por los límites, resulta: 


l£l_± Inflan 

3 3 1 ; 


Jo L 


4{2'f 4 

3 3 


J L 




j-l'í J 

'Jo 1 


3 

le x ] \lr 


ÍH_íl n 9Vfo-ílnl|. 7.7370 


+ X 


31* 


- 7.7370 


2. Hallar la fMÍ^ 
L (i-2) 2,3 + 3 


Solución 

Como /r-3» sea x - 2 =%*\ entonces Cx - 2)^ = z 2 y dx = 35 a áz. Para cambiar 
los límites» notamos que cuando: 3, z - h y cuando x = 29, z-S. 


rw(x-2? n dx r ss £ (3z dz) fl Z*dz 

Por lo anterior, tenemos; í Al- 1— — = [ v ■ = 3 I - r —- 

h fr_2l +3 ? +3 J W +3 


Í*-2) J 

z 2 - 3 


Al dividir, resulta; z- + 3 Iz* 

- z*- 3? £ 


-3z 3 
3s E + 9 


% 2 - 3 + 


2 a +3 
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UNIDAD -í 


Ahora tenemos que 
‘3 z A dz 


I z 2 +3 = 3 Í. i 1 * ~ 3 '* 77a, dt = B JV& - 9 + 27 £ 


3 Jz 


® ® Z ® 

—Enlas integrales (T), (5) y @ aplicamos respectivamente las fórmulas 
y Uq , resultando. 


3 J* z i dz - 9 J^cíz + 27 


J dfe r a 27 z 

1 — - - - 03 + —f= are tg —¡— 

* +a L Vi %/s 


Jt 


Sustituyendo i a variable por los límites, resulta: 

73 r 


3 ü 27 i 

.* ^3 * 7 ? 


27 


(3) - 9(3) 4 — are tg ~ 

V3 4z _ 


27 


1 1 


(1) ~ 9(1) + arc — 

v3 y 3 _ 


a 0 27 z ' 

3 - y* + - 7 = are tg —*=■ 

. V3 y'3 


■■■! 


s, - 2, 'S(f 


= 16.16209714 
» (x-2 )™dr 


s (i-a^ + a 


1G. 16209714 


EJERCICIO XXI 

L Comprobar las siguientes integrales definidas. 

4. £(aW)*4 


1. j i 4 (fe = 21 

2. [ senyidy = £ 

3 . 

J *a +LT 4a 




J ,q a... 

0 a_. ■> =al341 

6. J 1 


9-4* z 

£¿t 


- 03167 


'i> É 
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__ APLICACIONES DEL CALCÜIÍ) INTEGRAL 


1. j'Vüf* 3 dt = 32.6666 

rrJi fifi 

8. I 


= 0.5493 


*j'fl sen 2 0 


tít 0 

9, sen — d 0 = 4 

Ja 9 


10. J_ i (2( 2 -i J }dí = - 

.rí- 


u - j ’ Jy 

t 3 dt 


12 


L 


= 1.5680 


o 1+ t 

4 y 2 du 


14 


1+t? 


= 5.6094 


. r 

Jo 


15 f düs h 6 scn' 3, 0 ¿0 = — 
x Jb 12 


16 , J ln x dx - 1 


17., J ^'2 + 2 eos x í¿t - 4 


18. | ~¡í - 0.3167 

-'Q g 

*i dx 


19. 


í 

Jo 


V3-2jc 


= 0.7320 


| - __ dx _ S813 


2Ü ‘ J ' 1 V* a +2x + 2 

r 3 rnr ,, 

21. -t = 0.6931 

l + x ! 

2 di 1 

^ u “T 71 

2 4 + r 4 

a*« é£i 1 /r 
= — V 4 


22. f 

t ! - 


23 


■í 


esc x 2 
24 í ~ = 4-9904 

J-2 tf x * 


IL Comprobar las siguientes integrales definidas por medio de i cambio de límites 
correspondiente a un cambio de la variable. 


L. J 1 


i® e ii dt s 

m 


- — + 4 are tg 2 
1 + ¿"* 3 


f - 

Jo {y + 


dy 


f* —rfac = 1,8027 
lW* 


[*4 j;(¿x _ 3y2 
* i V 2 + 4x 2 

i/E dx 


(y + 2 ) v i + y 

dar 


= 2 are tg 2 - 


a 

Ji 2Jx 


= 5.31 


4 - ^( 9 +^/ 2 *) 


= 3 - 9 are tg - 


6 ' '■ 2V* + V* 

■i ¿ 3/2 cft jt 4 
o ¿ 4-1 2 3 

27 cfr 


a a -1 


8 JC-X 


1/3 


= 1.4712 
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UNIDAD i 


III Hallar el valor de cada 

1. J 5 V3jc + icír 

2. /; í ( i -v7) , £fí 


r 3 dz 

3 - J°vm 

'* y dy 

4 


r 


V /-15 


5 . í 4 a 2 - v~ du 

Jq 

6 - I, *{l-*’)«** 

ri/S 

7 - I» í 


dd 


8 , 


I 


3 i eos 2 0 
de 


■JT 

O. I 


a 25 —i' 

«'* Í0 


ll. J, 

i2 - r 


tge + 2 

2 -V gy 

V 25 - 4 ,¥" 

3 X£¿t 


" V* ! + 16 


V9-2 t 


13. Jj(2 + í}ií 

eos 20 - 1 

14 J. 

ríJ n 

15- J„, 


c/G 


CÚ&20T 1 
3,i/jI sonadz 
cos^ z - 5 cosz + 4 


una de las siguientes integrales definidas. 

19 . f je Vi + x d.x 


i 6 . r 

Jí 

17 - I 


ni 3 


x sen 3 xdx 


18 


1 x dx 


di 


f - 

V2í -1 


21 . .¥ Vx — 4 dx 


r= ídí 

22. i “Tr 
1,3 Vfi-í 

] (x* - 6x‘ + I2x +■ 5)<£e 

(xT¡r 

24 . f r * 


23 


j: 


25 


*-3 

-Jt/2 


2 r 

coa xdx 
Jo 


i x 

26 . sen — eos ~^dx 
Jt- O Q 


27 . f 

Je 


3 z l dx 


26. j 


o ltz‘ 

■a 


3 2 +•£ 


28. J 2*í/** + 2c¿r 

“-£(**-**)* 

j-2 (3x J - 24.t J -i- 40x + 5) dx 
' ^ 7 ~ x e - 8x+.16 
32. 


*z (x 3 + 2 x E + x ■+ 2 jir 


(x + 1) J 


33 


i 


35 x dx 


(*+i) 

3 Xí/.v 




d4 - - 11 (a** -1 ) 3 

f -t 

35 . J 3 £V 4 -r f// 

36 . sen x eos .v dx 
Jcj 
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CÁLCULO DEL ÁREA BAJO UNA CURVA DADA 


Para determinar el área de una curva con respecto al eje X y las ordenadas 

x = a y x = b, se utiliza la fórmula: Área = J ydx 

Se sustituye el valor de y en términos do * según se obtiene de la ecuación de 


la curva dada. 

Para determinar el área de una curva con respecto al eje 7 y las abscisas 

y wa y y = 6, se utiliza la fórmula: Área = £ * d y 

Se sustituye el valor de * en términos de y según se obtiene de la ecuación de 

la curva dada. 


90 


EJEMPLOS 

1 Calcular por integración el área del triángulo limitado por la recta y = 5*, 
el eje delasXy la ordenada* = 6- Comprobar el resultado, determinando el atea 
como la mitad del producto de la base por la altura. 

Solución —- 

Sustituyendo en la fórmula £'ydxy aplicando directamente la fórmula^ 

resulta: 

f4 f6 5* ! t 5(6) 2 5 (o£ 

Arw-J yd* = J ( 8** = —i = 2 - 2 

—Ifl 

Nota: A partir de aquí dejaremos sólo el corchete de la 

derecha, para indicar los limitas. 

Para su comprobación tenemos t gráficamente. 

. (bas e)( altura) 

Aplicando la fórmula: Area - ~ 

Si sustituimos los datos, y resulta: 

(base ’){altura) (fi)(3Q) 

Area ” ” i” = 2 



x = 6 (íjcijí?) 


J.CiJ ft 


... El úrea del triángulo limitado por la recta y = 5*, el eje de las X y la 
ordenada * r 6 es de 90 unidades cuadradas. 

















UNIDAD i 


2. Hallar el área limitada por la parábola y = x 2 , el eje de las Xy las ordenadas 
x - 1 y x - 5, 


Solución 

Sustituyendo en la fórmula J\ dx y aplicando 
directamente la fórmula f4~¡, resulta: 

|-5 ¿j; 3 

Area = y dx - jr dx = — 

Jt 3 

í (*? (I) 3 

Área = ^~-i-¿- = 4I 1/3 

3 3 

El área limitada por la parábola y el 
eje de las A" y las ordenadas x = 1 y x - 5 
es de 41 1/3 unidades cuadradas. 



3. Hallar el ároa limitada por el circulo x' ¿ + y 2 - 36 t el eje de las X y las 
ordenadas _r = - 4 y xs¡5 ( 


¿íofocÉdn 

Despejando y de la ecuación dada, 


tenemos: y = ^36 - x s 

Sustituyendo en la fórmula J ¿ y d* y apli- 

*4_ 

cando directamente la fórmula [23¡, resulta: 


■s r- 


Área - I y dx = í Ai'3é dx^—Jñ 6 —jt j + — are sen — 

2 ' 2 6 


Área “ ■— y'36 — (5} 2 + 18 are sen —-—- v'36- C—4^ 2 18 are sen — 

2 6 2 6 

Área - 8.2915 + 18 (0,5851) + 8.9442 - 18(■-0.7297) « 48.1025 ■ 



Comparando el área del semicírculo,, tenemos: 

Área del semicírculo = = (3-14l6){3tiJ t gg^gg 

2 2 

Obsérvese que el área encontrada es menor que la del semicírculo, razón por 
la cual nuestros cálculos son correctos. 


El área limitada por el círculo x*+y a = 36, el eje de tas Xy las ordenadas 
x- - 4 y isfies aproximadamente de 48,1025 unidades cuadradas. 
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aplicaciones del cálculo integral 


4, Hallar el área de la superficie limitada por la curva £y — d eje de las X 
y las ordenadas x - a y * = b. 

Solución 

k 2 

Despejamos y en la ecuación dada, y tenemos: y - _ 

Sustituyendo en la fórmula £ yd* y aplicando directamente la fórmula[jf] # 
resulta: 

Área * JV etc * f — dx = (fc ! ln*]‘ = k a ln 6 - i 1 lno = i ln 6-ln o) = k l ln -- 

... El área de la superficie limitada por la curva ay = k-> el eje de las X y laa 

ordenadas x-a y x = & es de fe 2 Jn — unidades cuadradas. 

a 

5, Hallar el área de la superficie limitada por la curva y 1 - ir, el eje de las Y 
y las rectas y = 0 y y = 4. 

Solución „ 

y* 

Despejamos x de la ecuación dada, y tenemos: jc = 

Sustituyendo en la fórmula j^xdy aplicando directamente la fórmula [T|> 
resulta: 

Área - f xdy = 

r % El área de la superficie limitada por la curva y 1 “ 4x, d eje de las Y y las 
rectas v = 0 y y = 4 es de 5 1/3 unidades cuadradas. 


, a 

Jü a 


.y 

12 


Jo 


= W1_Í2)l = 51J3 
12 12 


ñ. Bos^ue/ur la curva y = 2 sen—— y hallar el área de una arcedo. 

¿p 


Solución 


Primeramente trazamos los rasgos de la curva y 



= zsen 


71X 


asi: 


E n la gráfica ob&erv amos 
que los límites de la arce- 
da son jc = 0 y * =■ 2, 


Sustituyendo en la fórmula \°ydx y aplicando directamente la fórmula 
resulta: 
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UNIDAD 4 



, t 2 .-. K x , 

4 tí x 

2 




Area = 

\ ydx = \ 2 sen — dx = 

— eos — 






Ja J& 2 

n 2 _ 

Ú 





4 n(2) 4 rc(Ü) 

4 

4 

4 

4 

8 

Area - 

- eos ; + eos — 

= — — COS 71 +■ — COS ü = 

— -f* 

— — 

— 


ti 2 n 2 

Tí 

JT 

TE 

TE 

3T 


/. El área para una arcada de la curva v = 2 sen es de—unidades 

2 7C 

cuadradas. 

7, Bosquejar la curva y - eos 2x y hallar el área de una arcada, 

Solución 

Primeramente traíamos los rasgos de la curva y = eos 2x. 


X 

0 

te/4 

n/2 

3n/4 

JE 

-n/4 

-«/2 

-Sie/4 

-TE 

y 

i 

0 

-1 

0 

1 

0 

-1 

0 

1 


Y 



En la gráfica, obser¬ 
vamos que los limi¬ 
tes de la arcada son: 
x- -ni 4 y x-n/4 


Sustituyendo en la fórmula J ydx y aplicando directamente la fórmula _9_ 

resulta: 


- pn/4 1 

Area = ye£c= eos 2xdx =— sen2je 

Jít J — wXA O 


-I -bV4 


Area = — sen 2 f — | - — sen 2I - —1 = — ■+ ^ = 1 


El área para una arcad a de la curva y = cos2.t es de 1 unidad de superficie. 
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APLICACIONES DLL CÁLCULO INTEGRAL 


Cálculo del área cuando las ecuaciones de la curva so dan en forma 
paramétrica 

Por lo general, las coordenadas x y y de un punto en una curva se expresan como 
funciones de una tercera variable, por ejemplo t, a la que se le denomina 
parámetro. Las ecuaciones de la curva x = f(t) y y = é (í) expresadas en forma 
parametrica* en donde cada valor de t da un valor de x y un valor de y 7 
dan lugar a un punto de la curva. 

Por lo anterior tenemos: x = /{#) y - ^ ( f ) 

dx = f(t)dt 

Entonces tenemos: Area = [ ydx ~ |" ifi(í)/ (t)rfí 

■J n 

Obsérvese que: í == íj cuando x — a, y t = í 2 cuando x ~ b* 


EJEMPLOS 

1, Hallar el área de la superficie limitada por una arcada de la cicloide 
x - a {0 - sen 0), y ~ a (1 - eos 9) y el eje de las X. 

Solución 

Primero trazamos los rasgos de la cicloide: 


e 

0 

Jl 

e 

4^ | í* 

K 

3 

S 

2 

2n 

3 

3; 

4 

5" 

¥ 

¡t 

7;i 

T 

Dfl 

T 

4h 

t 

3it 

T 

Sil 

3 

7t 

y 

lln 

G 

2tt 

X 

0 

0.0235 

o.ffTsa 

0.1011 

Q.57DT 

1.22S3 

1.6000 

2.117S 

a, Mío 

4.1651 

4.634Í 

5.0547 

5.7133 

6.1010 

6JQ4S 

&.259Ó 

o :2m 

y 

0 

0.3340 

0.2929- 

0.5 

I 

1.5 

1-1071 

l.aGG0 

2 

1.8660 

1.7071 

1.5 

L 1 

1 

0.5 

0.2929 

0.1340 

0 


Nota: ÍPaia tabular y hacer Va írAfiúea, <k ^ T. 


Y 


X 



Puesto qué y - a i l-cos0) y 
x = a (0 - sen 0), tenemos 
que dx - a (1-co s 0) d0; en 
la gráfica observamos que 
los límites de la arcada son 
x = 0 y x - 2n. 
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UNIDAD 4 


Sustituyendo en la fórmula P}' dx , tenemos: 

*i2 

Área = fjdx = f'cfl-cose) a (1- eos 9) ¿0 = a ! J 2 "(l-cos 0) s d(l 

Área = a 2 f {l-cos0-í-cos 2 6)ai0 

= a 2 S ¿6 — 2a 2 í cdsGc/0 + qtÍ cos^BcZO 
JQ „ jo Jo 

® © (D 

.—integrales (©, (2} y ©) aplicamos respectivamente las fórmulas |~1 j y 
1-9 1 1 asi como el caso II para la integración de productos de potencias pares de 
senos y cosenos por medio de ángulos múltiplos; resulta: 


a ¿ ( t£ 0 — 2 q ¿ f eos erfe +capeos 2 Qdü = a 2 0-2a 2 sene + —- + — 

0 0 2 ■ 4 


«“ (2—) — 2a 2 sen (2 íí) +—^—¡- + 


« j (2ícJ a 2 sen 4n 


(0) -2a 3 sen (0) t + a2senZ <°) 

2 4 


Area = %a ¿ n 


A E1 área Pa™ arcada de la curva cicloide es de 3 d*K unidades de 
superficie. 

2, Hallar el área de la cardioide x-a (2 cos0 - eos 20), y=a {2 sen0 - sen 20). 
Solución 

Primeramente trazamos los rasgos do la cardioide: 


r® 

0 

b 

Jt 

I 

K 

2 

2jí 

a 

5n 

6 

n 

Tu 

T 

4rs 

T 

3n 

2 

5ji 

T 

Un 

6 

2ji 

.r 

1 

1/2,32 

1.5 

1 

-0.5 

-2.232 

”■■3 

-2.232 

-0.5 

1 

1.a 

L232 

í 


ti 

_ 

0.134 

D.see 

2 

2.m 

., 

-im 

o 

-1.306 

-2.53S 

— 

-2 

-0.306 

-0.134 

0 



Como y = a (2 sen 0 - sen 2 B) y x - a (2 eos 0- eos 20), 
tenemos que dx = 2a (sen 20 - sen 0) d 0; en la 
gráfica observamos que cuando 0 varía de derecha 
a izquierda, el área que describe la cardioide es el 
doble del área comprendida de 0 a rc. Por lo anterior 
anteponemos — 2 a la forma del área. 

Sustituyendo en la fórmula -a [*y dx s tenemos: 

Ja 
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APLICACIONES L>CÍ- CÁLCULO ENTEGEUL 


Arca. = -2 f y dx = -2 0 a (2 sen 0 - sen 20}2a(sen 26 - senO )d Q 

Área = f{-ña 2 sen 2 G sen Ü +■ Sa 2 sen' 2 0 + 4a~ sen 2 2 0 - 4a 2 sen20 sen0) cíñ 

Área = ISO." 1 1 sen 2Gsen0GÍ Qi-Sa~ [ sen 2 0 dft -t-4cí | sen 2 0 üÍ6 

Jy ® ® <D 

Para resolver la integral Q t aplicaremos el método de integración do productos 
de funciones seno y coseno con diferentes argumentos en la misma variable (caso 
III); utilizando la fórmula 2 de integración directa de dicho caso* tenemos: 


—12 a 1 V 

Jf 


¡sen "21) scu sen — W' stn 


í>V 

lo 


Para resolver las integrales © y ® , aplicaremos el método de integración 
de productos de potencias pares de senos y cosenos por medio de ángulos 
múltiplos (caso III); utilizando respectivamente las fórmulas trigonométricas 
sen 3 9 = 1/2 - 1/2 eos 20 y sen 3 20 = 1/2 - 1/2 eos 40, resulta; 

8« 2 lien 2 0d0 = 8<í 2 p(l/2- l/2cos2e)d0 = 4a i 0-2o s sen 2 0^ 

Jo Jtl 

a a 

4<x" JJsen 2 2 0dO = 4a 2 01/2- 1/2 ces 40) dO - 2a 1 0 - — sen 40 

Escribimos en forma unificada los resultados correspondientes, y tenemos: 

a 2 

Área = 2a a 0 + 4íí £ 0 - 6a 2 sen 6 - 2a 2 sen 2 0 + 2a 2 sen 36 - — sen 40 
Área = Sa'(n) - Go 2 sen (n) - 2a 2 sen 2 (n) + 2a' sen 3 (ti) - $ en : ' ■ ■ : 

a. 

Bu 2 (0) - 6a 2 son (0) - 2a s sen 2 (0) + ío ! sen 3 (0) - y son i (0) = 6 « n 

/p El área de la cardíoide es de 6« s x unidades de la superficie. 

EJERCICIO XXII 

I, Hallar el área de la superficie limitada por la curva dada, el eje de las X y las 
ordenadas dadas. 

3„ y = jc 3 ; .v = 0, x = 4 


1 . y = 9 - x' h ; x - O, x = 3 

2. y - x 2 - * + 1; x = 2 P x-3 


4. y = 2jc + 3jc 2 +x 3 \ x = -3, r = 3 
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ItNIDAD 4 


i n, 

□. y = “v+2x; X = 1, r-4 

X 

13. y = 4x -x a ; * = 1, x - 3 

6. y - x 2 4 4x 4 5; x = lj x = 4 

14- y = 4x -x 2 ; x = —4, x - -2 

7, y^x 3 + 1; x = ~2, x = 2 

15. y ^x*; x = -2, x = I 

8. y-x 2 + x—8; r-0, x = 4 

10- y = x 3 ; x = 1, x = 2 

s - y = x -Jx + 1; x = G, x — 3 

17. y = x 2 -2x; y - 2, x = 7 

10. y = x -f 2; x = -3, x = 4 

18. y = x 2 Vx — 4; x — 4, x - 5 

11. y = x -Jx s + 5; x = 0 r x = 2 

19 ' - Ti *"-1. *-2 

3 4 x 

1 

12 ' J '“{ j; + 2) í ’ X ~~ l 

20. y - x 2 — 2x 4- 3; x- -2, x = 1 

Hallar el área de la superficie limitada por lo curva dada, el eje de las. Y y 
las abscisas dadas. 

1. y = 4 -x 2 ; y = G, y = 3 

11. y 3 -g 2 x; y = 0, y - a 

2. x 2 = 4y+IG; y = -2, y-0 

12. ay 2 = x 3 ; y = 0, y = a 

3. x 2 = 9-y; y = 0, y = 8 

13. X = -i-y; y = 2, y = 3 
y 

4, 2-x 2 = y 3 ; y = 0, y = 2 

14, x = y^jy + 5; y = -1» y = 4 

5, jt + 4y = 0; y = -1, y = 0 

15, x = y 2 ; y = 1 T y = 3 

6. ax = y^ a 2 -y 2 ; y = 0, y = a 

» 10 

—tí y = > = & 

V>' + 4 

1C. x = — y-1, y -4 

V> 

17. x “ ^/y 2 - 4 ; y - -5„ y = -3 

S. xy = y = O, y = b 

18, x = ln y; y = X y “ e 

9, x-By-/; y = 0. * = 3 

19 - i = ^7 ; ^ 3 ’>= 5 

II 

>V 

-f 

ii 

■ü 

ir 

£ 

o 

—J 

20. X =* = % /l+3y; y - 1, y = & 
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APiicAcmes m. calculo integral 


III. Resolver los siguientes problemas. 


1, 


2 . 


а. 

4. 

5 , 

б. 

7. 

5. 

9. 

10 . 


11 . 


Calcular por integración el área del triángulo i imitado por la recta y = &e, el 
eje de las X y la ordenada rs5, Comprobar el resultado, obteniendo el área 
como la mitad del producto de la base por la altura. 

Calcular por integración el arca del trapecio limitado por la recta 
5x - &j + 40 - 0, el eje de las A" y las ordenadas x - - 6 y x = - 1. Comprobar 
el resultado,, obteniendo el área como la semisuma de las bases por la altura. 
Calcular el área limitada por la parábola y - (x — l) 3 , el eje de las A y las 
ordenadas x = 1 y 1=5. 

Calcular el área limitada pot el círculo x ~ + y * = 16, el eje de las X y las 
ordenadas x - — 3 y x - 2. 

Calcular el área limitada por la elipse 3x- 4 Ay 1 = 108, el eje de las X y las 
ordenadas is-3 y x - 3. 

Calcular el área limitada por la elipse x- + = 6 r el ejedelasA y las ordenadas 

x - - 2 y x = 2. i 

1 

Calcular el área limitada por la hipérbola equilátera y - — , el eje de las A y 
las ordenadas r - 1 y x - 3. 

Calcular el área limitada por la parábola y = x ¿ + 2x ? el eje de las A y las 
ordenadas x = 0 y x = 2, 

Calcular el área limitada por la parábola y = 4 - el eje de las X y las 


ordenadas x = - 1 y x - 1. 

Calmiar el área limitada por el círculo x 1 +y~ = r 2 , el eje de las Ay las ordenadas 
x = 0 y x = 


Hallar el área de la superficie limitada por la catenaria 
eje de las X y las rectas x = a y x = - a. 


y = 


-fe"" 
2 ' 


+ g^ n ),el 


IV. Bosquejar cada una de las siguientes curvas y hallar el área de una arcada. 


1. 

y = sen — 

2 

6. 

y = sen 0 

2. 

y = 2 eos X 

7, 

y = x 2 sen 3x 

3. 

„ íi B 

8. 

1 

y — 2 eos- 

2 

3 + eos 2x 

4. 

y - sen 2x 

9. 

y = -./sen x +■ 1 

5. 

y = tg x sec' x 

10. 

y - eos 0 sen 0 
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UNIDAD 4 


V. Hallar el área cíe las siguientes curvas; sus ecuaciones se expresan en forma 
paramétrica. 

1, Hallar el área de la hipocidoidex - a cns^y=a sen 3 G f donde G es el parámetro, 

2. Hallar el área de la superficie limitada por una arcada déla curva la compañera 
de la cicloide x - a 0 y y = a (1 - eos 0). 

3, Hallar el área de la superficie limitada por una arcada de la cicloidex = G — sen 
0, y = 1 - eos G y el ej e d e las X. 

4, Hallar el área de la cardioide , con x = 2 eos ü - eos 20, y s 2 sen 6 - sen 2G. 

f s 

5, Hallar la f xydx t donde x = 6 eos 0 y y = 2 sen 0. 




4.4 INTEGRACIÓN APROXIMADA (FÓRMULA DE LOS 
TRAPECIOS Y FÓRMULA DE SIMPSON) 


Representación geométrica de una integral 

Hasta estepunío se hapresentado la integral definida como una forma para 
determinar el área. Lo anterior no significa que en todos los casos cualquier 
integral definida represente un área, puesto que la interpretación física del re¬ 
sultado depende siempre de la naturaleza de las magnitudes que representen las 
variables abscisa te) y ordenada (y), t 

Si considerárnoste, y) como las coordenadas de un punto fijo, la integral y ¿te 

representa realmente un área. Sí suponemos que la ordenada representa la 
velocidad de un punto móvil y la abscisa corresponde al tiempo en que el punto 
tiene dicha velocidad, entonces su representación gráfica es la de una curva que 
describe la velocidad del movimiento, y el área bajo ella entre dos ordenadas 
representa la distancia recorrida en el intervalo de tiempo limitante. 

Por lo anterior, se deduce que el valor de la integral que representa el área, es 
igual al valor que representa la distancia; deigual manera, toda integral definida 
cuyo significado sea el volumen, la superficie, la masa, la fuerza, etc., puede ¿er 
representada geométricamente por un área. 


Fórmula de los trapecios 

La aplicación de la fórmula de los tra¬ 
pecios es útil cuando la integración en 
j 3 J{x) dx es difícil o no se efectúa en 
términos de funciones elementales. 
El valor numérico exacto de /(■*) dx 
es la medida del área de la superficie 
limitada por la curva y = / te), «d eje de 
las X y las ordenadas x = a y x = b. 

Él valor de esta área puede determi¬ 
narse, aproximadamente, sumando 
trapecios., tal y como se explica en la 
Figura 1. 


Y 
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L’NJüAD 4 


Divídase el segmenta b - a del semieje OX en n partes iguales, y sea A* la 
longitud de cada parto, os decir: 


n 

Sean las abscisas de los puntos de división de la fundón: 

tV q — Ó, Íjj }-F + | X n ~ Í> 

Trazar en estos puntes las ordenadas correspondientes de la curva v=f(x) v 
sean éstas: J J 

ya = /(**)■ * - /{*,)> > a - f{x,), y, = f(x 3 ) r „. t y n = /(*J 

Unanse las extremidades de las ordenadas consecutivas por lineas rectas 
icuerdas ); de esta manera se formarán trapecios. Puesto que el área de un tra¬ 
pecio es igual a la semisuma de las bases por la altura, tenemos: 

1/2<y 6 + y J )Ar= área del piímer trapecio, 1/2 (y, + yjAx= área del segundo trapecio., 

+ y n .)A:c= área del enésimo trapecio. 

Sumando, se obtiene la fórmula del área de todos los trapecios: 

Área total = j ^ j ü + y l + y 2 + y., + +-^y n j Ax 

Ks necesario tomar en cuenta que cuanto mayor sea el número de intervalos 
(cuanto más pequeño sea Ax) tanto más se aproximará el área total de los 
tapados ai área bajo \a eurva. 


EJEMPLOS 

1, Empleando la fórmula de los trapecios, calcular el área aproximada de la 
curva y = x 2 dividiendo dex~2a-E = 8 en seis intervalos. Comparar el resultado 
obtenido, efectuando la integración directa. 

Solución 

Determinemos primeramente la longitud de cada intervalo: 


n 6 

A partir de la curva y =x 2 construimos la siguiente tabla para los valores de 
la abscisa sucesivos de tamaño Ar=l T a partir de x = 2 a x - 8, 


X 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

y 

4 

9 

16 

25 

36 

49 

64 
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aplicaciones del cálculo integral 


Los valores obtenidos se sustituyen en la 
fórmula de los trapecios, resultando: 

Área (1 1 i . 

total -1 j* ♦ * + * + * + ~ + i + ^ 1 41 


Área 

total 


-(4W9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 
2' ' 

Área total ~ 169 


“( 64 )]( 1 ) 


.v Por la fórmula de loa trapecios, el área 
aproximada para la curva >' e í s es de 169 uni¬ 
dades de superficie. 

Efectuando la integración directa (aplicando 
la fórmula 4 ) f resulta.: 

Área - \ y dx = [ x' dx = ^r- 
J a J 2 


J ! 


Área - 


( 8) 3 


Pf 


Área = 170 2/a -2 2/3= 168 

Por integración directa, el área bajo la 
curva y = x 2 es de 168 unidades de superficie. 


Comparando los resultados (véase Figura 2) 
observamos que: 169 “ 168. 


y 



x 


2. Empleando la fórmula de los trapecios, calcular el área aproximada para 
la curva + = 64, dividiendo de £ = 4 a je s $ en ocho intervalos. Comparar 

el resultado obtenido efectuando ¡a integración directa. 

Solución 

* q 0 —, 

Determinamos la longitud de cada intervalo, y tenemos: £¡x = - — = 0 = 0.5 

ft o 

E n la ecuación ^ 2 -i- y 2 = 6 4, d es pej amos y f y resulta y ~ V 64 - x 2 * para lo cual 
construiremos la siguiente tabla para los valores de abscisas sucesivos de 
tamaño áx- 0.5 a partir de x = 4 a x ¡= 8. 
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UNIDAD 4 


X 

4 

4,5 

5 

5.5 

6 

6,5 

7 

7,6 

' 8 

y 

6.925 

6.614 

6,244 

5 .S 09 . 

5.291 

- 4.663 

3 .S 72 

2,783 

0 


Loá valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de los trapecios, resultando: 
Area total = +y, + y ¿ + y 3 + «..+ y. n _ 5 + | Ax 


Area 

total 


1 

-( 6 , 928 ) + 6,614 + 6.244 + 5.609 
2 

19.37 


4 5.291 + 4.663 + 3.872 + 2.783 + -(0) 

2 


( 0 . 5 ) 


Par la fórmula de los trapecios, el área a próxima cía para Ja curva 
x 3 + :r-64 es de 19,37 unidades de superficie. 


Efectuando la integración directa 
(aplicando la fórmula 23 } resulta: 

Área - J* ydx = [ & V64 - x 2 dx 

Área = T V 64 — x~ + 3í 


32 are son — 
8 


Área = | — ^j'64 — (8) + 32 are sen ^ I - 


( 


— v' 64 - ( 4) 3 + 32 are sen — 

Área = 19.653 


. J . Por la integración directa* el área 
bajo la curva a 2 + y = 64 es de 19.653 
unidades de superficie. 


y 



Comparando los resultados (véase la Figura 3), observamos que: 19.37 » 19.653 

3. Empleando la fórmula de los trapecios, calcular el área aproximada para 
la curva xy = 1, dividiendo de x = 3 a x == 10 en siete intervalos. Comparar el 
resultado obtenido efectuando la integración directa. 

Solución 

Determinando la longitud de cada intervalo, tenemos: Ax = ^ = 1<J ~ 3 = i 

n 7 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


De la ecuación xy = 1 , despejamos^, resaltando y = — , parala cual construimos 
la siguiente tabla para los valores de abscisa sucesivos de tamaño Ar = 1, a partir 
de r=3 a *=10* 


X 

3 

4 

ó 

6 

7 

8 

9 

10 

y 

0.333 

0,25 

0.2 

0.166 

0.142 

0.125 

0.111 

0,1 


Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula délos trapecios, resultando: 


Area total = ^y D + y, + y t + y 3 + - + y*- 1 + ^ j 
Arca total = í^(0.333) + 0.25 + 0.2 + 0,166 + 0.142+ 0,125 + 0.111+ ~(0,l) j(l) = 1<21M 


/. Por la fórmula de los trapecios, el área aproximada para la cun a xy - 1 
es de 1.2100 unidades de superficie* 


Efectuamos la integración directa (aplicando la fórmula [5 _), y resulta: 

fb T flQ dx , -i ]fl Y 

Arca ^ | y dx =J a —lnJí ] i 

Arca = la 10-ln 3= 1.2039 

0.34 


0.4- ■ 


a Por integración directa, el área bajo la 

curva xy — 1 es de 1.2039 unidades de ^ .,_ 

superficie. 

Comparando los resultados (véase 1 a Figura o . i 
4), observamos que: 1.2100 = 1*2039 


Fórmula de Simpson o parabólica 



345&7Í9 1<J 
Figura 4 


Uniendo las extremidades de las ordenadas sucesivas por arcos de parábolas y 
sumando las áreas bajo dichos arcos se obtiene una mayor aproximación del área 
bajo una curva. 

Un a parábola con eje vertical puede hacerse pasar por tres puntos cualesquiera 
de una curva; una serie de arcos parabólicos se aproximará lo más posible a la 
curva dada que la línea quebrada formada por las cuerdas que dan lugar a los 
trapecios. 

La ecuación de dicha parábola tiene la forma y = a je + 2 bx + c, donde los 
valores de las constantes ce, b y c pueden determinarse do manera que esta 
parábola pase por tres puntos dados, 
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Dividamos el intervalo desde jc = a =OÁÍ 0 hasta x = b = OM n en un número 
n (par) de partes iguales, cada una de tamaño Aa. Para cada serie de tres puntos 
sucesivos Pq r P 2 ¡ p r p sl p,-, p a , p„ p e , etc., se trazan arcos de parábolas 
con ejes verticales. Las ordenadas de dichos puntos son yo, y y% ya, y> tl tal 

y como se índica en la Figura 5. Y 

Sustituyendo el área M i} P 0 P n M n 
por una serie de Ti ras parabólicas 
dobles como Af u P n P 2 M v cuya 
extremidad superior es en cada caso 
un arco parabólico cuya ecuación es 
y = + 2bx + c. El área de cada tira 

se obtiene empleando la fórmula: 

Área = ^(y 4 4y r +y ,r } 

A 

Para la primera tira parabólica, te¬ 
nemos que h - = A*, y^y 0 , y'= y íf 
y' r - y 2 ; luego su área es: 

M d P„ P x P,M, = ~(y, + 4y, 4 y. t ) 

3 

De la misma manera, tenemos que para: 



>3 


M, 


M 


Mr 


Ai 


i ±M £ 

Figura 5 


-+■ X 


M u 


La segunda tira parabólica: M 2 P¿ P 3 P, M, = — (y 2 + 4y 3 + y 4 ) 

3 

La tercera tira parabólica: AL P x P & Af e = —(y 4 + 4y E + y 6 ). 

a '\. 

La última tira parabólica: M n _ 2 P n _ 2 P ?l _ 1 P t¿ M n = —(y, t _ 2 + 4y ft _ 1 + y, L )< 


Sumando el área de cada una de las tiras parabólicas, obtenemos la fórmula 
de Simpson, donde n es par; es decir: 


Área total = — (y„ +■ 4y A 4- 2y 2 + 4y a + 2y A + 

■J 


y«) 


Al igual que en la fórmula de los trapecios, cuanto mayor sea el numero de 
partes en que se divide M 0 M h tanto más se aproximará el resultado al área bajo 
la curva. 


EJEMPLOS 


1. Empleando la fórmula de Simpson, calcular el área aproximada para la 
curva y - je 3 , dividiendo de x « 2 a je ^ ID en ocho intervalos* Comparar el 
resultado obtenido, aplicando la fórmula de los trapecios y efectuando la integra¬ 
ción directa. 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Solución 


¿j = [j T 0 — 2 

Determinando la longitud de cada intervalo, tenemos: ¿sx —- 1 = — ■ = 1 

n 8 

Para la curvay = x % construimos la siguiente tabla para los valores de abscisa 
sucesivos de tamaño A# - 1, a partir de x - 2 a x = 10, 


X 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

3 

9 

10 

y 

s 

27 

64 

125 

216 

343 

512 

729 

1000 


Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de Simpson, resultando: 

* ,i\ y 

Area total = (y Q + 4y t + 2y 1 + 4y a + 2 y t .„ + y„ ) 

LP 

^ 1 j s+ 4 ( 27 j + 2(04) + 4(125) + 2(216) + 4(343) + 2(512) + 4(729 ) + 1000] = 2496 

Lü LciJ 


Por la fórmula de Simpson, el área aproximada de la curva y = x 3 es de 
2496. 


Aplicando la fórmula de los trapecios, resulta: 

Área total = + y, + y a + y 3 +... + y Jt _! + “ y n j A* 

Í(B) + 27 + 64 + 125 + 216 + 343 + 512 + 729 + Í(lO00)J(l) = 2520 

Por Ja fórmula de los trapecios, el área aproximada para la curva y - 
es de 2520 unidades de superficie. 


Area 

total 


Efectuando la integración directa (aplicando la fórmula 4), resulta: 


i *p° 

, r h a x 

Area - I y dx -1 jt dx = — 

Ja Jj 4 


( 10 / ( 2 / 


2 500 -4-2 496 


J2 


.v Por integración directa el área bufo la curva y = x 5 es de 2 496 unidades 
de superficie. 


Comparando resultados, observamos que por la fórmula de Simpson y por 
integración directa obtenemos el mismo resultado; también nótese que por la 
fórmula de Simpson obtenemos una mayor aproximación de! área que por 
la fórmula de los trapecios. 


2, Empleando la fórmula de Simpson, calcular el área aproximada para 
la curva y = xy'25- x' 2 , dividiendo de x = 0 a x - 4 en cuatro intervalos. 
Comparar el resultado obtenido, aplicando la fórmula de los trapecios y efectuan¬ 
do la integración directa. 
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UNIDAD 4 


Solución 


Determinando la longitud de cada intervalo, tenemos- Ax = 


b-a 4—0 


= 1 


n 


De la curva y = jpy25 — x 2 construimos la siguiente tabla para los valores 
de abscisa sucesivos de tamaño Ax = I, a partir de x = 0 a x = 4 


X 

0 

i 

2 

3 

4 

y 

0 

4.893 

9,165 

12 

12 


Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de Simpaon, resultando: 


, Ar 

Area total = — (y, + 4y l + 2 y 2 + 4y, + 2y t + y.,,) 

Ü 

Area total - -[0 +4(4,696) + 2(9.165) + 4(12) f 12] = 32.640 
3 


En virtud ele l a form ula de Simpson, el área aproximada para la 
curva y = i' > 25 - x~ es de 32,640 unidades de superficie. 


Aplicando la fórmula de los trapecios, resultar 


Area total = j -y a + y 1 + y ! +y 3 + ,.,+Xt-i + | Ax 


Área total = 


—(a) + 4.898 + 9.165 + 12 + —(12) 
2 2 


(1) = 32.063 


Púr lá fórmu la de los trapecios t el área aproximada para la curva 
y - X V25 - X 2 es de 32.063 unidades de «superficie. 


Efectuando la integración directa (aplicando la fórmula 4 ), resulta: 


Área = j[ y dx = j* 4 x y 1 2 5 - x 2 dx = 


( 25 “* s ) 


íh 


= -9 + 41.666 = 32.666 


Por integración directa, el área bajo la curva y s? x \25 -X 2 es de 
32,666 unidades de superficie. 


Comparando resultados, observamos que por la fórmula de Simpson se 
aproxima mucho al resultado por integración directa; mientras que por la 
fórmula de los trapecios se nota mucho la desviación del resultado real. 
























APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


3. Emp leando la fórmula de Simpson, calcular el área aproximada para la 
curva y = ^2- eos 2 6 .dividiendode 8 = 0 a 8 = tt/2 en seis intervalos. Comparar 
el resultado obtenido, aplicando la fórmula de los trapecios. 


Solución 


La longitud de cada intervalo es: Aje = 


b-a rr/2™G 


n 


TI 

12 


De la curva y eos 2 f) construimos la siguiente tabla para los valores de 
abscisa sucesivos de tamaño Ax = it/12 a partir de 0 - 0 a 0 = ~/2. 


X 

0 

ni 12 

jc/6 

n/4 

u/3 

5ít/ 12 

n/2 

y 

i 

1.032 

1.113 

1.224 

1.322 

1.390 

1.414 


Los valores obtenidos se sustituyen en la fórmula de Simpson, resultando: 

^ ‘V 

Área total = —(y 0 + 4y 1 + 2y E + 4y, + 2y 4 ...+ y n ) 

n /12 

= ^—[l+ 4(1,032) + 2(1,118) + 4(1.224) + 2(1.322) + 4(1.390)+ 1.414] = 1.9092 

lOL&l Cj, 

Por_la fórm ula de Simpson, el área aproximada para la curva 
y ■= V25 — COS 3 0 es de 1.9092 unidades de superficie. 

Aplicamos la fórmula de los trapecios y resulta: 

Área total - y e + y x + y l * y¡ +... + y B _| + ^y n \ Ax 

= j^(l) + UJ32 +1.118+ 1,224+1,322 + 1-390+^(1,414) j j = 1.9093 

/. Por la fórm ula de los trapecios, el área aproximada para la curva 
y = *J2- cos z 0 es de 1.9093 unidades de superficie. 

Comparando resultados, observamos que ambos son muy aproximados 
entre sí. 


EJERCICIO XXIII 


I. Empleando la fórmula de los trapecios, calcular el área aproximada para las si¬ 
guiente s integral es, dividiendo $us límites en el número n de intervalos indicados. 
Comparar el resultado obtenido efectuando la integración directa (siempre que 
aea posible). 
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UNIDAD 4 




fs x dx . 

1. 

|' \'jr + 3x dx; n = 5 

4, J 2 ;- ~’ n 7 7. 




'■El 


x dx 


■;n * 3 


12 Y* 2 + 5 

3. fWí + x 2 dx\ n = 5 
i 1 


_ fio 4dx 
5. -;jl-é 

J 4 X 


g. p-i£L¡„-* 

J n'io+i s 

9. f^sec* OdO; n - 3 

JQ 


6, I ——-;n * 4 

J -i5; +1 


II. Em pie tundo la fórmula de Simpson, calcular el área aproximada de las siguientE 
integrales, dividiendo sus límites en el número n de intervalos indicados, Comp; 
rar los resultados obtenidos aplicando la formula de los trapecios y efectuando ’ 
integración directa (siempre que sea posible). 


f'-. 


£ dt 


h Vi 3 + 3 


; n - 6 


i dz 


«■ r - 


5 V^ 3 +4 


\ n = 4 


'•í 


6 u du 

3 .; n = 6 


3 u+4 


2, £ yx+ 16 dx; n = 6 5, J Y126 - x 2 dx; n = 4 8. J* \64 - x z dx; n = € 


a. f s 4ii; n . = í i 6. fV'dr; n = 4 9. f , ^ ; rt = 4 

Ja ,ij , -t Jd Ja _a 


dz 


y 1 * 3 +1 


3 ; ¡*-> d 2 

V 64- z 
























4.5 OBTENCIÓN DE ÁREAS PLANAS POR INTEGRACIÓN 
CUANDO LA DIFERENCIAL DE ÁREA ES UNA FUNCIÓN 
CARTESIANA 


Introducción 

El área entre una curva y = / (x), el eje de las X y las ordenadas correspondientes 
x = a y x = b está dada por la fórmula: 

Área = \ y dx 

La fórmula anterior es fácil de recordar, puesto que el elemento de área es un 
rectángulo como BQ (Figura 1) de base cía: y altura y . 



y 



El área buscada ACRP es el lí¬ 
mite de la suma de todos esos 
rectángulos (tiras) ubicados en¬ 
tre las ordenadas AP y CR , 

Se aplica el teorema fundamen- 
tal del cálculo integral al cálculo 
del área de la superficie limitada 
por la curva x = q (y), el eje de las 
Y y las líneas horizontales y = c 

y y -d. 

Primer paso. Se construyen los n 
rectángulos tal y como se índica 
en la Figura 2, 

Naturalmente que el área bus¬ 
cada es el límite déla suma de las 
áreas de estos rectángulos cuan¬ 
do su número tiende a infinito y 
la altura de cada uno tiende a 
cero. 
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UNIDAD 4 


Segundo paso. Las alturas se representan con A y lf &y^ t &y y etc. En cada 
intervalo, tomamos un punto en la extremidad superior y designamos las or¬ 
denadas de dichos puntos como y v y aí y r etc. Por lo anterior, las bases son 
<f>(y 2 ), $(y 3 ), etc, Por tanto, La suma de las áreas de los rectángulos es: 

_rt 

HyMyi + 

j=i 

Tercer paso. Por el teorema fundamental del cálculo integral se obtiene: 


Y 



IL j. 

Iíra S^U)4y É = f ó(y)dy 

M 

En tonces el área entre una cur¬ 
va dada, el eje de las Y y las 
líneas horizontales y = c y 
y = d está dada por la fórmula: 

Área = J x dy 

La fórmula anterior es fácil 
de recordar* sí se piensa en el 
límite de la suma de todos los 
rectángulos horizontales (ti ras) 
contenidos en el área buscada, 
yaque* ydy son la base y la al- 
tura, respectivamente^ de un rec¬ 
tángulo cualquiera (Figura 3), 


EJEMPLOS 

1, Calcular el área de la superficie limitada por la curva y - xe^ el eje de las 
X y la recta x - 4, 

Solución 

Í b 

ydx, aplicamos el método de integración por 

partes, y resulta: 

Área - ^ydx - JJ Xú*dx ~e T (x- l)j* = [e*(4- l)] - [e\0 - 1)] = 3e d + 1= 164.8 

El área de la superficie limitada por la curva y - jee’, el eje de las X 
y la recta x = 4 es de 164.8 unidades de superficie* 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


2. Calcular el ¿Tea de la superficie limitada parla curva y = lux, el eje de las 
X y la recta x - 10, 

i 

Solución 

Huleemos la gráfica de la curva y = ln x> y tenemos: 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

S 

6 

7 

__i 

s 

-—. 

9 

10 

y 

0 

0 

oms 

1.098 

1.386 

1.609 

1.791 

1.945 

2.079 

2.197 

2.302 


Y 



Sustituimos en la fórmula aplicamos el método de integración por 

partes, y resulta: 

Área = tydx -fin xdx = x (ln * - l)f= [I0(ln 10 - 1)] - [l(ln 1- 1)] = 140258 

A El área de la superficie limitada por la curva y = ln x r el eje de las X 
y la recta x = 10 es de 14,0258 unidades de superficie. 

3. Calcular el área de la superficie limitada por la curva x - 9y -y 3 , el eje de 
las Y y las rectas y = 0 y y = 3, 

Solución 


Sustituyendo en la fórmula JV dx y aplicando la formula [T|, resulta: 
Arta - f xdy - £(Dj - y*)dy - ~ y 


= — = 20,25 
4 


.v El área de la superficie limitada por la curva x^9y- y 3 , el eje de las Y 
y las rectas y - 0 y y = 3 es de 20*25 unidades de superficie. 
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UNIDAD 4 


Significado del signo negativo delante de un área 

y*i¡ 

En la fórmula j^ydx, a es menor que b (a <b). Puesto que ahora interprétame 
el primer miembro como el limite de la suma den términos que resultan de y. A 
con í = I, 2,3,... f n, se sigue que cuandoy es negativo cada término deesa sum 
será negativo, y j y dx resultará con signo negativo. Lo anterior significa qu 
el área está debajo del eje de las X. 


EJEMPLOS 

1- Calcular el área de una arcada de la sinusoide y = sen x. 
Solución 

Tra-zamos la gráfica de la sinusoide : 


X 

0 

rJ 2 

71 

3n/2 

2je 

y 

0 

1 

0 

-1 

0 



Sustituimos en la fórmula jydx, aplicamos la fórmula ¡IT], y resultan 

Área - £ y dx - | sen jd dx = -eos x]^ = (~cos te) - (^cos 0) = 1+ 1- 2 
Cambiamos los límites de Ja arcada; 

- En 

Arca = J y dx = J_ sen x dx = - eos x] - (- eos 2re) — (- eos *t) = -1 _ i = -2 


El área de una arcada de la sinusoide y - sen x es: 
Y 



Aro a 
{OAB) 


= r 

Jy 


sen x dx = 2 


_ ^ f Arca ubicada por 
[ arriba del ejeX 


H ^ rea - í sen xdx = -2 
(BCD) 


j Área ubicada por 
[debajo del cjcX 


2, Calcular el área limitada por la curva* = 3 + eos 0 y y - 4 sen Q. 
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APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL 


Solución 

Primeramente trazamos los rasgos de la corva dada, es decir. 


0 

0 

rJB 

n/3 

ií/2 

2rJ 3 

5 ji i 6 

n 

4n i 6 

4rc/3 

3ji/£ 

/ 3 

11*/6 

2n 

X 

4 

3.S66 1 

3.5 

3 

2.5 

2.134 

2 

2134 

2.5 

3 

3-5 

g.SGfl 

4 

y 

0 

2 

3,4tí4 

4 

3.464 

2 

0 

-2 

-3.464 


-3.464 

-2 

l£j 


Como y = 4 sen 9 y x = 3 + eos 0, tenemos 
que dx= - sen0£¿0; de la gráfica obser¬ 
vamos que cuando 0 varía de derecha a iz¬ 
quierda } el área que describe la curva 
dad a es el doble del área comprendida de 
q a je. Por lo ante r ior, antepone mos -Salas 
ecuaciones dadas. 

Sustituimos en la fórmula del área, y 
tenemos: 

Área = -2 f y dx 

Área = -2 ["(4sen 20)(-5 Cti G )dQ 

Área = 8 f sen 2 0dS 

Para resolver la integral resultante, apli¬ 
camos el método de integración de produc¬ 
tos de potencias pares de senos y cosenos, 
por medio de ángulos múltiplos (caso II); 
utilizamos la fórmula trigonométrica 
sen 2 6 = 1/2 - 1/2 eos 20, y resulta: 

Ares = f sen s ¿9 = ef (1/ 2 -1/ 2 tos 26) d& = 49 - 2sen 2 al = 4lt 

El área limitada por la curvar = 3 + eos 0 y y = 4 sen a es de Sanidades 
de superficie. 


Y 



Área limitada por dos curvas 

Extendamos la aplicación de la integral definida del cálculo del área bajo una 
curva al del área de una región limitada por dos curvas. 


293 







































UNIDAD 4 


Consideramos la región acotada por las dos curvas y =f(x) y y =g(x) y las 
dos rectas x - a y x - b (Figura 4). Supongamos que las dos funciones / y g son 
continuas en eJ intervalo cerrado [a, b] y que f{x) >g(x) para toda s en [a, &]. 




Figura 4 Figura 5 

Dividamos el intervalo cerrado { a, frl en n. subintervalos de la longitud Ax 
cada uno, y tracemos un rectángulo representativo de anchura Ax y con altura 
f(x.) -g(x.) t donde je. está on el Pésimo subintervalo (Figura 5). 

El área del rectángulo representativo es: A A = [/(jcJ -£{*.)] Aje . 

fi 

La suma de las áreas de los n rectángulos en la gráfica es: ^ [/(*■) - g[xf )] Ax . 

Por tanto h el área de ia región comprendida entre dos curvas es: 

Area = lim £(/(*,) - = £ [/(*) - g(x)}dx 

/-l 

Si / y g están por encima del eje X podemos interpretar el área do la región 
comprendida entre sus gráficas simplemente como el área bajo/menos el área 
bajo# (Figura 6). 



Fsgiira i S 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


EJEMPLOS 


1. Calcular el área de la región que está acotada por las dos curvas y = 2 

y y s -x y las dos rectas x - 0 y % = 1, 


Solución 

Hacemos la gráfica, y tenemos: 



Tomamos f(x) = x 2 + 2 y g(x) ~ -af, y 
tenemos que /(*) > g(x) para toda x en 
el intervalo cerrado [0,1]. 

Aplicamos la fórmula para el área 
entre dos curvas: 


y* s s + a 



Area = |'* [/(*) - £(■*)]<& 

3 2 ■ 1 

Área - £ [(x 4 2) - (-r)] dx = £ {i 2 + x + 2)dJ¡ = -^ + 2* 


— - 2.B33 
6 


El área de la región limitada por las dos eurvBsy- x* + 2 y y--x y las dos 
rectas x ■ 0 y x = 1 es de 17/6 unidades de superficie. 

2, Calcular el área de la región acotada por la curva gix) - 2-x 2 y la recta 

f(x) = x. 

Solución 

En este problema, los límites a y b vienen determinados por los puntos de in¬ 
tersección de las curvas f y g. Para hallarlos, es necesario igualar ambas ecua¬ 
ciones entre sí y despejar*, es decir: 

~ 2 ^ Ü x - -2 * = 1 

(* + 2)(*~l) = 0 
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UNIDAD 4 


Gráficamente, tenemos; Y 



Área - 



(i) 1 (i) s 


3 




El área de la región limitada por la curva g(x) = 2 y ]a recta 
flx) - x es de 4,5 unidades de superficie, 

3. Calcular oí área de la región limitada por y - x 2 - 3a: - 4 y el eje X. 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Arca 


J_íl£ + 5ÍíH + 4(4) 


J _ 




125 

6 


125 

El área de la región acotada por y - x? - liv - 4 y el eje X es de —— 
unidades de superficie. 

4. Calcular el área de la superficie limitada por la curva y = x (l± \S) y la 
recta x = 4. 

Solución 

A partir déla curva y - x j 1 ± V* hagamos 
f(x) = x(l+^} y g(x) = x[l-\x) cuya 
representación gráfica es: 



X 

0 

1 

2 

3 

4 

m 

0 

2 

46 

S.2 

12 

*(*) 

D 

0 

4.82 

¿i 

i--r* 

4 

-11 

i(l+ V x 


£¿* 


Área = (x + x* n - x + x 312 ) dx = 2 £ i 3 ''* dx = 


4x" 


-H) 


& _4(4 p 4(0) _ 126 

i4íea “5 5 5 

.■ H fUl área de la superficie limitada por la curva 

( _ 12S 

y - x(l±4x) y la recta x -4 es de—— unidades de 
superficie. 


5 r Calcular el área de la región comprendida entre 
_r = 3 - y 2 y y = x - L 


SofíiCÍtín 

Gráficamente, tenemos; 


* = 3-/ 

y 

d? 

0 

3 

i 

2 

2 

-1 

-1 

2 

-2 

-I 


Indica ios puntos dt intersección. 


y = x-l 

y 

X 

0 

-1 

i 

0 

2 

1 

3 

2 

-1 

-2 

-2 

-3 
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UNIDAD 4 



Al observar la gráfica, se comprende que requerimos dos integrales respecto de 
la variable x para calcular el área, es decir, si empleamos rectángulos verticales. 

Si integramos con respecto ay, es decir, si empleamos rectángulos horizonta¬ 
les, tenemos que#(y) - 3— y 2 y fiy) = y + 1, Como estas dos curvas se intersecan 
en y = - 2 y en y = 1, en este intervalo fiy) < g(y), por lo que tenemos: 


¿rea = £* [fi M - /(y)] dy - J* [(3 - /)- (j. 1 1)J dy = J" (2 - y - y 1 ) dy = 2y -— - ¿ 


Area - 


2 3 


2( _ 2) _í^l_í=?l 

2 3 


al 


-u 


„ 1 1 , _ 6 9 

-2- — - — + 4 + 2-*— = ™ 
2 3 3 2 


-* El de la región comprendida entre x - 3 ->* y y s * - l es de 
9/2 unidades de superficie* 


Es necesario aclarar que, por lo general, para determinar el área entre dos 
curvas hay que aplicar, para rectángulos verticales, la siguiente fórmula: 

Área = í (Curva superior) - (Curva inferior) dx\ En la variable x 
Para rectángulos horizontales, la siguiente fórmula; 

J ^ r&a = l íCurva a la derecha) - (Curva a la izquierda) dy } En la variable y 

Aquí 0^, y i \ ix 2¡ y 2 ) son o bien puntos adyacentes de intersección de las dos 
curvas o puntos sobre ciertas líneas del contorno. 
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APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL 


Area limitada por dos curvas al intersecarse en más de dos puntos 

Cuando dos curvas se cortan en más de dos puntos, entonces* para determinar 
el área de la región comprendida entre ellas, tenemos que buscar todos los puntes 
de intersección y comprobar en cada intervalo precisado por las curvas cuál de 
ellas está por encima de la otra. 

EJEMPLOS 

1. Calcular el área de la región acotada por las curvas fíx) - x 3 - 2xH x - 1 y 
g(x) - 3r - x 2 - 1. 


Solución 

Primeramente se determinan los puntos de intersección de las dos curvas da¬ 
das; para ello igualamos ambas fundones, resultando: 

X 3 - 2X 1 + x - 1 = 3* - x ! - 1 X fí 2 - x - 2>- 0 

jf 3 -2 jc ! + x - 1 - 3x + x' 2 + l = 0 x (x-2} (x+ 1)= O 

* 3 - * 2 - 2x = 0 ,\ x - O, x = 2 y x = 1 


Gráficamente, tenemos: 


X 

-l 

- 0.5 

0 

0.5 

1 

1,5 

T 

ñx) 

-5 

- 2.125 

-1 

-0.875 

-1 

- 0.625 

i 

gíx) 

-5 

- 2.75 

-1 

0.25 

l 

1.25 

i 


Y 



Aquí/U)>^ Cr) para toda* en el intervalo 
cerrado [-1* 01, pero también g(x) > fíx) 
para toda x en el intervalo cerrado [0, 2). 

Por lo anterior, se requieren dos integrales 
para hallar el área total, es decir, una integral 
para el intervalo [-1,0 ] y otra para el intervalo 
10, 2J. 
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UNIDAD* _ 


Arca teta] - - #£r)l dx + J* ¡g{ x ) - f { x )j dx 


Área total = J" [U 3 - 2x 3 + * - i) ~ [3x - 


x l) dx + 


dx - 


i.'" 1 ) - (.,* - 2 jc 2 t r - 1 )] dx 

-i a 




2 x x 
X t -— H- 


■+1 4 + — - 4 I = 


37 

12 


Área total = J V-jr 3 -2*) dx + f'(2x + 1 2 - x”) 

Area letal = -| — + — - ij 

■'■ E1 área de ta región limitada por las curvas f( x ) • r-2r t r-ly 
g(.x) sSx-x‘^1 es de 37/12 unidades de superficie. 

2 , Calculare! área de la región acotada por las Curvas f(x) = v 9 - 6r 5 + 8v v 
gW = a .- 2 -4 í , * 

■So/ííceoTi 

Primero se determinan los puntos de intersección entro las curvas; para ello 
igualamos ambas funciones entre sí y despejamos x‘ 


* a - 6 x ¿ + Sx^x* + 4 x = 0 


* -3* +8* = * s -4x x(x- 4) (— 3) = 0 *-3 = 0 s^4 = 0 

x=0 x = 3 A = 4 

x'-lx* + I2x =■ 0 

X {** ~7x +■ .12) = 0 

Gráficamente, tenemos: 


gis) 


x-— 



je 

Ü 

1 

2 

3 

3.5 

4 ] 

,/to 

0 

3 

0 

-3 

-2.625 


e(x) 

0 

-3 

-4 

-3 

-1.75 

0 


" Loíi Pantos de intersección son: (O, 0} f 
-X (3, - 3) y ( 4 , 0), 

Aquí f(x) z g(x) par a toda x en d in¬ 
tervalo cerrado [0,3J, pero también g(x) > 
J(x) para toda x en el intervalo cerrado 
[3, 4) . 

Por lo anterior, se requieren dos inte' 
grales para hallar el área total, es decir, 
una integral para el intervalo Í0,3] y otra 
para el intervalo [3, 4], 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Área total = £ [/(x)- £(x)]d* + [m(x) ~ f(*)}dx 

= £ [(x 3 - 6x 2 + Sx) - [x* - 4 x)\dx + £ \{x 2 - 4x) - (x 2 - Gx 2 + 8*)] dx 
= | J (x a - 7x S + Ux) dx + j * (7* 2 - 12x - x 3 ) dx 


- f [/(*)-£(*)]dac+f [*(*}-/(*)]<& 

V 0 ^ J 

= £[(** - Gx 2 + 8*) - (x 2 - 4x)]d* +■ £ [(x 2 - 4x) - (x 3 -6* : + Sx)] dx 
= £(* 3 - 7x 2 + J2x) dx t £ (7x* - I2x - x 3 ) dx 


x 7x i 

-- Sx 

4 3 


= 1 -^-03 + 54 


M 


-¡2 - 
+ 

Ja l 

448 


3 4 


Ja 


-96-G4f-f 63-54- — 


SI 448 81 71 

= — -63 ■+ S4 + — - 96-64 -63 +54 + — = — 
4 3 4 6 


„■. Eí área de la región limitada por las curvas f(x) sí 3 - Gr 1 + Sx y 
g(x) - x' 1 - 4x es de 71/6 unidades de superficie. 


EJERCICIO XXIV 


L Resolver los siguientes problemas- 

1. H aliar el área de la superficie limi tada por 1 a curva y = ( x - 2 „ el eje de 1 as X y las 
ordenadas x = 0 y x - 4- 

2. Calcular eí área de la región comprendida entre la curva y = -\ ! x t el eje de las X 
y las ordenadas x = l y s = 4. 

í x 2 " 

3. Hallar el área de 3a superficie acotada por la curva y = ^ 1 - — » el eje de las X 
y las ordenadas x =—4 y x =4, 


4. Calcular el área de la región comprendida entre la curva y = xVx 2 + 5, el eje de 
las Xy la recta x~2 t 
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UNIDAD 4 


5j Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola xy = 9, el eje de las Xy las 
ordenadas x = 3 y x = 

6, Calcular el área de la superficie limitada por la parábola V*+ V? - V2 y los ejes 
de las coordenadas, 

'■ Hallar el área total de la hipocicloide \'x 2 +■ \[y* - ^' 4 " r 

S, Calcular el area de la región comprendida entro la parábola y- 6 + 4x-x 2 y la 
cuerda que une los puntos (-2, -E¡) y (4, s), 

S. Hallar el área de la superficie limitada por i a parábola senil cúbica y 3 - x 2 y la 
cuerda que une los puntos (- 1 , 1 ) y {&, 4 ). 

10 . Calcular el área de la superficie acotada por la curva z a y - x 2 -l y las rectas y=l, 
i=l y jé = 4. 

11 . Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola equilátera x 2 - y* = 25, 
el eje de las X y una recta trazada del origen al punto (4 h 3) de la curva. 

12 . Calcular el área de la superficie acotada por la parábola y = 4 - x \ en la cual 
x - - 2 y x = 2. 

13. Hallar el área de la superficie que esté encerrada por el lazo de la curva 
4y £ - x 2 (4 -x). 

14^ Calcular el área de la región encerrada por el lazo de la curva y 2 = x(x - 2 ) s , 

15, Hallar el área de la superficie encerrada por el lazo de la curva y 2 = x 2 (9 -x). 


II, Hallar las arcas de las superficies acotadas por las siguientes curvas. En cada pro 
bíema trazar la gráfica correspondiente. 


1- y 2 - 2px, x~ ~ 2py 

2- y u = ax t x 2 = by 

3. / = x s (i’- l), x = 2 

4- yW-* 2 , * = 2 

5 . x'-y? = a í . * = &» 


6. x 2 ~ 4 y ! = 4, 1 = 6 
7- y = x 3 - 3*, x ~ y 

8, y 2 = 6x, x 2 = ñy 
y* = 4x, c 2x - y - 4 
10, y 2 = 2x t x 2 + y 2 = 4x 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


11, y* = 4*, x = 12 + 2y - y 5 


13, y 2 = ix, 2x - y = 4 


12. , = 6,-,' * = y 14. y = 4-* 3 , x=l-y/4 

III Los ejes coordenados y las coordenadas del punto A< 1, 1 ) forman un cuadrado. Cal¬ 
cular larazin de la mayor a la menor de las áreas en las que os dividido por cada una 
de las siguientes curvas. 


1. y = x* 


S< y- xé 1 1 


5 ,\íx+\[y = 2 


2. j=seriY 4. y = tg^ 6. V* 5 " + í/j¡* = 1 

IV. De cada una de las siguientes curvas, calcular el área de la región del pnmer cua¬ 
drante acotada por el arco de curva que va desde el eje de las Y hasta la primera 
intersección con el eje de las X. 


1. y - e* senx 

3- y = e 1 eos 2x 

2. y =■ sen(x + l) 

4,y s = (4-x)* 


5. y = x a 8x J + 15x 

6. y = 4e 3 eos—“ 

¿ 
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4.6 OBTENCIÓN DE ÁREAS PLANAS 

POR INTEGRACIÓN CUANDO LA DIFERENCIAL 
DE ÁREA ES UNA FUNCIÓN POLAR 


Introducción 


De lo que se trata es de hallar el área acotada por una curva y dos de sus radios 
vectores. 

Supongamos que la ecuación de la curva se representa con e =f(B) y los dos 
radios vectores con QP, y QD (Figura 1), 

S can también a y (3 los ángulos qu e form an di chos radios vectores y el ej e polar. 
Aplicando el teorema fundamental del cálculo integral, tenemos: 



Pt imerpaso. Con base en la Figura 1, el área pedida es el limité de la suma de 
los sectores circulares construidos. 

Segundo paso. Sean los ángulos centrales do los sectores ¿e,, Ad„ ¿e . J5 etc. f y 
sus radios e v e 2í etc. Entonces la suma de las áreas de los sectores es: 

lt‘2e\ AGj + V2e\ A0 a + V2c\ + ,,, + J/2e* A8; = jp 1/2** 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Lo anterior se debe a que el área de un sector circular es igual a 1/2 radio por 
arco’ entonces el área del primer sector es igual a (1/2 (e^S,) = l/2e\ = A0 r 

Tercer paso. Aplicando el teorema fundamental del cálculo integral, resulta; 


lím ¿ 1/2* 2 ¿e, = £ l/2í E dG 

i , -« lml 

Por lo anterior, el área barrida por el radio vector de la curva cuando pasa de 
la posición OP a la posición OD está dada por la fórmula: 

Área. -1/2 f e 2 d0 
J a 


Sustituimos en la ecuación de la curva el valor de e en términos de 0. 

Por tanto, el elemento de área para 1/2 f e'^dd es un sector circular de radío 
e y ángulo central dQ. 


EJEMPLOS 


1 , Hallar el área de la superficie limitada por el círculo e - a eos 6 y las rectas 
0 - 0 y 0 = 60. 

Solución 

Sustituyendo directamente en la fórmula de área, tenemos; 

Área = l/2jVde = 1/2 J™ (a eos üf dQ = a 2 i 2^ 3 eos 2 fl cíe 
Aplicamos la fórmula coa 1 0=1/2 + 1/2 eos 2 9, y resulta; 

a* /¿r^oos 3 0 d0 = \ — + “C 0 s 2 d"l dfl - a 1 /41 de + a £ Mi cos2edG 

h aMa 2 ) q 

Integramos directamente (T) y (2) por las fórmulas ¡T] y [&] f respectivamente: 


cT0 a 2 sen 2G 


LT ./3 


„ rufz „ f-s/a a'0 

ct 2 /4| dG + a a /4 cos20dO =-■ + 

Jo Je 4 


4 fi 


-W 




j-rt/J 

cos26d0 - 

a 2 (n/ 3) o H sen 2 {tl/3) 


a 2 (0) o 2 (a en 2(0)) 

Jo 

4 8 


4 8 


*,i/3 „ fnía a 2 n a'V 3 „ ■ 

a~ / 4 f de + a" / 4 ( eos 20 de = —— + — ■ = 0.3 t a J 

Jg Jo 12 lo 
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UNIDAD 4 


E1 á rea de la superficie limitada por el círculo esa coa 0 y las rectas 
t) s 0 y 9 = 6Ü C ea de 0,37 « s unidades de superficie. 

2 r Hallar el área total de la superficie limitada por la curva e = a sen 28. 
Solución 

Hacemos la gráfica de la curva dada, y tenemos: 


0 

0 

71/12 

n /6 

7 l /4 

id 3 

5 n /12 

TÚ2 

7^12 

2 íe /3 

3 te /4 

5 jt /6 

1171/12 

n 

e 

0 

1/2 

W2 

1 

■Í3/2 

1/2 

0 

- 1/2 

™4Z¡2 

-1 

-#/2 

- 1/2 

0 


I3tí/12 

7je/6 

Srt/4 

4n/3 

I7n/12 

37t/£ 

19n/12 

5n/3 

7ib/4 

lln/6 

23ft/12 

2te 

1/2 

J3/2 

I 

/3/2 

1/2 

0 

^1/2 

-J5te 

~1 

—/3/2 

-1/2 

0 


Nota: Para tabular y hacer la gráfica t consideramos el valor de a = 1. 



Rosa de cuatro hojas 


Puesto que c = 0 cuando 0 varía desde 0 a n/2 , describiendo el área de una hoja, 
el área tqtal es igual a cuatro veces el área de dicha hoja. 

Sustituyendo en la fórmula del área, tenemos; 


Area total “ 4^j jVd8 = 2 J^%s&u20) a d0 = 2a 2 sen 2 2Qdd 

Aplicamos la fórmula sen* 26 = 1/2 ~ 1/2 eos 40, tenemos; 



sen 2 20 de = 2a 2 



( 1 / 2 - 1/2 


eos 46) de = a 2 f ^dd-a 2 P' 2 

Jq Jfl 


coa 4d0 

© 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Integramos (T) y © directamente por las fórmulas (jj y [ 9 J, respectivamente: 


í>-<f 


s n . & "sen 40 

eos 40 d0 = a 0-—- 

o 4 


rJi 


a~( 7t/2) 


a 2 sen 4 (tí/2} 


% j . o." sen 4(0) 


* a (o)- 


an 

2 


« S 7í 


f \ El área total de la superficie limitada por la curva e = a sen 2 0 es de ^ 
unidades de superficie, 

3. Hallar el área de la superficie encerrada por la curva e =¡ a (1 - coa 0), 
Solución 

Al hacer la gráfica de la curva dada tenemos; 


e 

0 

h/6 

ji/4 

icJ 3 

tl/2 

2n/3 

3rt/4 

5n/6 

X 

7n/6 

5te/4 

4ti/3 

e 

Ü 

0.134 

0.292 

0.5 

1 

1.5 

1,707 

1.366 

2 

1,866 

1.707 

1.5 


, 3 n/2 

5x/3 

7tí/4 

lln/6 

2 Tí 

1 

0.5 

0.292 

0.134 

0 


x 


CardiQide 



Y' 


Puesto que la curva es simétrica con respecto al ejeX t el área de la superficie 
encerrada por la curva e = a (1 - eos Ü), cuando 0 varía desde 0 hasta 2ir, es dos 
veces el área que describe el radio vector desde 0 = 0 hasta 0 - re, 

Al sustituir en la fórmula del área, tenemos: 
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UNIDAD 4 


Área encerrada = 2 lj]£ ¿9 = J' [ú(l-co*e)]^íe = JV(l-2 eos 9 + eos 1 0) dB 

Área encerrada = a ¿ í d<i - 2a" f eos 0 (19 + a' Heos 2 0 dQ 
J o —Jo Jo 

® © ® 

Integramos (T) y ( 2 ) directamente con las fórmulas [T] y [ 9 ], respectivamente: 

a 2 f de - 2a 2 I coa G d9 =o a 0 - 2 a a sin o\ 

J o Jo J ü 

En la integral (3) t aplicamos la fórmula cos^ - 1/3 + 1/2 coa 20, y tenemos 

fl s r eos* de - a 2 P ( 1/2 +1/2 eos 20 ) dQ - — f d0 + — feos 20 dQ 
1,0 Jú 2 Jo 2 J Q 

@> @> 

Integrando © y © directamente con las fórmulas (T| y [&] , respectivamente: 

a" r* a 2 fl 

1 — dd + — CÚS 20 CÍO = 

2 Jo 2 J o 


a J Q a" sen 20 
2 + 1 


-Nj 


Escribirnos en forma unificada el resultado de cada integral, y tenemos; 


Área encerrada -a %-2a 2 sen O +■ 


Jo 


i 3íTG 2 ^ a 2 sen 20 

Area encerrada -■ - 2a í sen 0 + -—- 

2 4 


-W 


Area encerrada - 


3ü 2 (rt) « i t i sen 2 (ti) 

—^-2o sen{íi) + ——- 

2 w 4 


3c*(0) « 2 o 3 sen 2(0) 

——— - 2a Sen (0) +- — 

2 4 


Área encerrada - 


3a 1 


q 1 

/. El área de la superficie encerrada por la curva e-a (I - cas 6) es de — 
unidades cuadradas- ® 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


EJERCICIO XXV 


I. Resolver los siguientes problemas. 

1. Hallar el área de la superficie encerrada por cada una de las siguientes curvas, 
0 

á) e=2cos 3 — e) e 2 =4sen29 i) e = asennG 

2 

b) e = 3 + eosSe f) e = a. eos 3 0 j) e = eos 36 - 2 cosG 


2 e 

c) e = sen — 

jLJ 


g) e = 1/2 + eos 26 k) e - eos 30 - eos 9 


d) e = 2-cos9 h) e = 2+ sen 3 9 1) é - acos&+ 6 sen 0 

ü 

2 Calcular el área de la superficie limitada par la parábola e --- y las rectas 

1 + eos 0 

9 = 0 y 6 = 2n/3, 0 

3. Calcular el área de la superficie limitada por la parábola e = asee 11 —, que es 
intersecada entre la curva y el lado recto, es decir, la cuerda trazada por el foco, 
perpendicular al eje de simetría. 

4. Calcular el área de la superficie limitada por e = a 2 sen 40. 

5. Calcular las áreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas y las 
rectas dadas. 

a) e - tg B + sec 0; 0 - O, 9 = rt/4 

b) e = e*-; 0 = n/4, 0 = vJ'l 

e) e = a sen0 + b eos 9; 0-0, 9 = n/2 
d) e s tg6; 0 = □, Q = tc/4 

6. Calcular el área del laso interior de la trisectriz e = a (1 - 2cosé't 

7. Calcular el área de la superficie interior al círculo 3e = V3 cosC y al bucle de la 
curva, í=cos26 desde 9 = —rt/4 hasta G — tc/4„ 

3, Calcular el área total de la curva e ! - a 1 eos 2 6, 

9. Hallar el área en común que tienen los siguientes pares de curvas. 

a) e 2 = eos 29, e 2 = sen 2 e) e = S eos 0, e = V3 sen 20 

b) e = V2 sen 9, e 1 = eos 2G fl e = \fñ oos6 p e = 9 eos 20 

c) e = 1 - cos0„ e - sen 0 g) e ¿ = t jJ 2 eos £9, e = 1 
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UNIDAD <1 


d) e = árase, e = 1 + cosG h) e = 1 + coa Q t e = 1 

10, Calcular el área de la superficie interior al circulo 3c = V6 ge n 20y al bucle de la 
curva = eos 20 desde e = -rJi hasta 0 = n/4. 

11 r La cara de un travesado arqueado es la región que está acotada por la curva 
e ~ ~ 4cas£S ‘ ¿Cuánto material se necesita para cubrir la cara de dicho travesado? 

12, Hallar el área limitada por un nao de la curva e =a sen nfl p donde n es un número 
entero positivo. 
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4.7 OBTENCIÓN DE VOLÚMENES DE SÓLIDOS 
DE REVOLUCIÓN POR INTEGRACIÓN 


Introducción 


Sea V el volumen del sólido de revolución que se genera haciendo girar una su¬ 
perficie plana ABCD alrededor del eje X, en donde i a ecuación de la curva plana 
CD es y -/(x) (Figura 1). 

Primer paso , Se divide el segmento AB en n partes, cuyas longitudes sean 
A.r L , As; 2f &r 3 Ax n y se hace pasar por cada punto de división un plano perpen¬ 
dicular al eje de lasX Dichos planos dividirán el sólido en n placas circulares. Si 
dentro de la superficie plana ABCD se construyen rectángulos con las bases 
Ax v &x 2 , Ai a> entonces cada rectángulo genera un cilindro de revolución 

cuando se hace girar la superficie plana ABCD. 


De esta forma se obtiene un 
cilindro correspondiente a cada 
una de las placas circulares. 
(En la Figura 2 observamos 
que rc- 4 y se vendos cilindros.) 
El límite de la suma de estos n 
cilindros (n-*«) es el volumen 
buscado. 

Segundo paso. Sean y,, y v 
j y n las ordenadas de la 
curva CD en los puntos de divi¬ 
sión en el eje de las X. En¬ 
tonces el volumen del cilindro 
generado por la superficie del 
rectángulo AEFC esiryj A*,, y 
la suma de los volúmenes de 
todos estos cilindros es: 


y 



iryf Ajc ± +ít yl Ar 3 +n y¡ Ar a + + Jcy¡¡ &x K = 

i-í 
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UNIDAD 4 


Tercer paso. Aplicamos el teorema fundamental del cálculo integral (teniendo 
como limites OA -ay OB - b), y resulta: 


fe 

¿fm Y nyfAx i = f ny*dx 
i-1 

Por lo tanto, el volumen que se genera haciendo girar alrededor del eje de las 
Ala superficie limitada por la curva, el eje de las Ay las ordenadas x = a y x = b 
está dado por la formula: 

V I = n fV 


Y 



En ella se ha de sustituir, dedu¬ 
cido de la ecuación de la curva dada, 
el valor de y en términos de x. 

Esta ecuación V x = n f y 1 dx es fá- 

J ¿i 

cilmente comprensible si conside¬ 
ramos una rebanada o placa delgada 
del ¡soli do formad o por dos pl anos pe r- 
pendiculares al eje de revolución y 
observamos que esta placa circula, 
aproximadamente, como un cilindro 
de altura dx y base de área 7t>' 2 . Evi¬ 
dentemente, el volumen de un ci¬ 
lindro tal es ttt dx. Dicho cilindro es 
el elemento de volumen buscado. 

De la misma manera* cuando OY 
es el eje de revolución la fórmula del 
volumen es: V r = xj y* dy. 


En ella se ha de sustituir, deducido de la ecuación de la curva dada, el valor 
de x en fundón de y. 

Si las ecuaciones de la curva CD de la Figura 2 se dan en forma paramétrica, 
x=f (t) y y entonces se debe sustituir en V x = tcJ h y* dx los valoresy = 0( t ), 
dx - f'{t) dt y cambiar los limites en y í^Sií = í j\ cuando t-t„ cuando 
jc = 0. 
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APLICACIONES DE CÁLCULO INTEGRAL 


EJEMPLOS 


1. Calcular el volumen de la esfera que se genera haciendo girar el círculo 
x 2 + y 2 = r 2 alrededor de un diámetro. 

Solución 


Aquí y' ¿ =r' ¿ -x' ¿ y el volumen buscado es dos veces el volumen engendrado por 
OABr Como OX es el eje do revolución, tenemos; 


V,=2ref‘ y‘dx 

*a 


V x = HrcJ [t ,j “■ x ¿ |dx = 2k r 2 x - 


Vj. = 27 tr s (r) - 


2rir) 3 

3 


4%^ 

3 


2flx í 

3 


El volumen de la esfera que se 
genera haciendo girar el círculo 
x 2 + y a = r 2 alrededor de un diamc- 

tro es de -——unidades cúbicas* 
3 


2, Hallar el volumen genera¬ 
do en la rotación del área del pri¬ 
mer cuadrante limitada por la 
parábola y 2 - y la ordenada 
correspondiente a x = 2 con res¬ 
pecto al eje X. 

Solución 


Gráficamente, tenemos: 


X 

o 

i 

2 

y 

□ 

±2,82 

±4 


Dividimos el área mediante 
Franjas verticales; cuando el 
rectángulo genéri co gi re alrededor 
del eje X se produce un disco de 
radio y, de altura Axy de volumen 
ny^Ax. La suma do los volúmenes 
de los n discos, correspondientes 
a los n rectángulos, resulta ser el 
volumen pedido: 


Gráficamente tenemos: 

y 

i 
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UNIDAD 4 


V, - 7cJ^ y'dx = 7c| Sx dx =[4^ ]* = IGit 

El volumen generado en la rotación del área del primer cuadrante 
limitada por la parábola y 3 = Sí y la ordenada correspondiente a x = 2 
con respecto al eje X es de IBtt unidades cúbicas, 

3, Hallar el volumen que se genera al girar el área limitada por ía parábola 
y ¿ = 8± alrededor de la ordenada correspondiente a x = 2. 


ífofucidn 

Gráficamente, tenemos: 


X 

Ü 

i 

2 

y 

0 

±2,82 

±4 


Dividiendo el área mediante fran¬ 
jas horizontales, cuando el rectángulo 
genérico gire alrededor del eje Y, se 
produce un disco de radio 2-x, de 
altura A y y de volumen n(2-x) 2 Ay, 
El volumen buscado es dos veces 
el volumen engendrado por y 2 = 8x f 
esto es: 

V w - 2nj x z dy - 27i| (2 - x} 2 dy 


V y = dy - n{ c y'dy + ^j t y'dy 



' 3 160 


„„ 64 ít 1024H 256n 

- 32ti-+ ■ 


160 


15 


EJ volumen generado al girar el área limitada por la parábola y 5 = 8 í 
alrededor de la ordenada corrependiente a .t = 2 es jjjj—1 unidades 
cúbicas, 15 
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APLICACIONES DE CALCULO MEO RAL 


Volumen de un sólido de revolución hueco 

Cuando una superficie plana gira alrededor de un eje situado en el mismo plano* 
y este eje no corta la superficie* se forma un sólido de revolución hueco. 

Considerando el siguiente ejemplo, el sólido que se obtiene haciendo girar 
alrededor del eje de las X es el recinto ACEDA de la Figura 3. 



Hacemos pasar por el sólido un sistema de planos equidistantes perpendicu¬ 
lares al eje de revolución QX , donde Ax es la distancia entre uno y otro. Entonces 
el sólido se divide en placas circulares huecas de espesor Ax . Si uno de los planos 
que dividen el sólido pasa por M, la placa circular hueca con una base en este 
plano es, aproximadamente, un cilindro circular hueco cuyos radios interior y 
exterior son, respectivamente, MP 1 (=y l )y MP % (=y a ). Por tanto, su volumen es: 
te (y* -y , a ) Ax> Sean n cilindros huecos, con b - a = ríí. 

El límite de la suma de estos n cilindros huecos, cuando n —*«, es el volumen 
del sólido de revolución hueco. Entonces: 

V f = rtjXyí “ )<&* siendo y 2 > y\ 

El elemento de volumen en V x = ir| ijyj es un cilindro hueco con radio 

interior y,, radio exterior y 2 y altura Los radios y, y y 2 son funciones de 
X ( = ÜM) que se obtienen de las ecuaciones de las curvas que limitan (o la 
ecuación de la curva que limita) la superficie que gira, 

EJEMPLOS 

1. Calcular el volumen del sólido anular (toro o argolla) que se forma al hacer 
girar un círculo de radio a alrededor de un eje situado en su plano y exte¬ 
rior al círculo, que dista de su centro b unidades, con b > a. 
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UNIDAD 4 


Solución 

Sea la ecuación del círculo: x 2 ■+■ (y - b )' ¿ - á 2 . 

Siendo el eje X el de revolución y despejando y, resulta: 


(y—blp — n?— jc b 

±\(y - t>Y = ± Va“ - x 2 
(y- 6) - ± Va 3 -x ¿ 

Sustituyendo en la fórmula del volumen, resulta: 

V x = n J (y 2 e - yf ) dx = tí J t Va 2 ~ r 2 J - |'íj - Va 2 - x 2 j 2 dx 

V ; - Tí j ' [(6 2 + 2bi7^7 + a 2 -V) - | V - 26^* -X a + a 2 - s j' 

V f = flj ¿ + 2 b^[a J - U + a" - x 2 -h ¿ ± 2 b^a ¿ - x ¿ - a ¿ + x“ J dx 


Vj = & - y a 2 - x 2 
y 2 =¿f\V-a: 1! 


cic 


V s ™ íí í á&Va 2 - íÍjc = 46 7t I Va 2 - x ¿ dx; aplicando la formula 23 resulta: 

J-a /-ü I—, 

V x - 4juí [ Vn 2 - je 2 <£r = 46 k 

J-ffl 

/la-j 


* ¡"1 2 a ' * 

—Va -x + — are sen — 
2 2 2 


V = 26iü:Va'' T + 2a b tt are sen — 

a 


V x - 2£frt(a)^a 2 - (af + 2a ! £jit are sen— - 26 tl(— cij-^s'a 2 - (-a) 2 +2a 2 b% are sen | — 

V x = 2abn (o}+ 2a 2 6n| ^ J -i- 2ofcn(Q)-S otóte! ~~\ = o z bn 2 + a ¿ bn 2 ~2a 2 bn z 


a El volumen del sólido anular que se forma al hacer girar su círculo de 
radio a alrededor del eje X que dista de su centro b unidades es 2a s ¿n? 
unidades cúbicas. 

Un sólido de revolución puede dividirse en cáscaras cilindricas haciendo pa¬ 
sar por él un sistema de cilindros circulares cuyo eje común es el eje de revolución. 
Sí el área ACBD de la Figura 3 gira alrededor del eje Y> puede obtenerse: 

V y =2^Jjy 2 con OM = x, MP. = y v 

El elemento de volumen es ahora una cáscara cilindrica de radio r, altura 
y 2 -y, y espesor Ax . 
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APLICACIONES DE CÁLCULO INTEGRAL 


£. Calcular el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor del eje 
X la superficie limitada por los siguientes lugares geométricos: ay' ¿ = r\ 
y = O y x * a. 

Solución 

Siendo el eje X el de revolución y despejando y de ay s = x 3 , resulta: 


ay 2 = * 3 



Puesto que y l =0 J al sustituir en la fórmula de volumen, resulta: 



/. El volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor del eje X la 


superficie limitada por ay 2 = x? y y ■ 0 es de 




unidades cúbicas» 


3, Calcular el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor 
del eje Y la superficie limitada por los siguientes lugares geométricos: 2y i - x 3 , 
y = 0 y x = 2, 

Solución 

Si Y es el eje de revolución y despojamos y en 2y - - ¿c :í » resulta: 


2y 2 = x 3 




íZ 
"\ ! 2 


Puesto que y, = 0, sustituyendo en la fórmula de volumen, resulta: 















UNIDAD -t 


2tc 

r,*y 

-a T r.-> -|2 

4tcc 7/2 


,W 2 J. 

7V2 

Jfl * - “ Jo 



4tc(8) 

7 


32r 

1 


.\ El volumeni del sólido engendrado haciendo girar alrededor del eje y la 
superficie limitada por 2 y 1 ^ x* y y - 0 es de ^2n unidades cúbicas. 

7 


EJERCICIO XXVI 


I. Calcular el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor del eje X la 
superficie limitada por los siguientes lugares geométricos. 


1. y = je 3 1 y = 0, x = 2 

2. Una arcada de y — sen x 

3. Una arcada de y - eos 2x 

4. La hipocícloide x 2 * 3 + y 213 — a m 

5. y = £■*, y = Q r x = Q,x = 5 
S - y = íe 1 , y = 0, x = 1 



8, y = x*-%x r y = 0 

9, 9x 2 + 16y 2 =144 

10, y a = (2-x)\ y = Q, x = 0 T x = 1 

11, y a í4+x a ) =1, í = 0,x = ™ 

12, Oc-1) y = 2, y = 0, x = 2, * = 5 

13, y í (2a-x) = x a f y=G t jcwo 


II, Calcular el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor del eje Y 
!a superficie limitada por los siguientes lugares geométricas. 


1. 

y = e\ y = 0, x = 0 

5. 

x 3 = 16 - y, y = 0 

2. 

+ = 144 

6. 

y ? = ax, y = 0, x-a 




/ „\ 2 / +,\%' 3 

3. 

y =4f 3 P y = Q, % = 2 

7. 

Í-] +f¿) =1 




UJ UJ 

4. 

y i =9-x t x = 0 

e. 

ay* = je 3 , y = 0 S je = a 
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APLICACIONES DE CALCULO INTEGRAL 


TIL Hallar el volumen generado en la rotación del área comprendido entre la curva 
correspondiente y el eje X con respecto a las siguientes rectas. 


1. y = 4x-x 2 ; y = 3 

2. y 2 = jc 3 ; x = 4 

3. y - 9 -x 1 ; y =x + 33/4 

4. ry = 6; x + y = 7 

5. 4x + -fy = 1; x + y - 1 


6, y = 3x - x 2 ¡ y = x 

7, y = x 2 ; y = x 

8, y = 2 + 3x - x 2 ; y = - 4 
9< y = 4x - X 2 ; y = 6 

19. y = x 2 + I; x-y + 3- 0 


IV. Resolver los siguientes problemas. 

L. Calcular el volumen que se engendra si la superficie limitada por la cur¬ 
va y - sec—, el eje de las Xy las rectas x-±U2 gira alrededor del eje de lasX. 

2, Calcular el volumen del sólido engendrado haciendo girar una arcada de la 
cicloide x = a (9 - sen 9) y y = a (l - eos 0) alrededor de su base QX", 

3, Si la arcada del problema anterior gira alrededor del eje Y t ¿cuál es el 
volumen? 

4, Dada la curva x-t 2 y y=4f“f 3 , hallar: 
a) El área del lazo , 

b } El volumen del sólido engendrado por la superficie interior del lazo, 
cuando gira alrededor del ejeX, 

5, Hágase girar alrededor de cada ej e la superficie limitada por la s dos parábolas 
y 3 ss 9x y y a = 7 -x, Calcular los volúmenes respectivos, 

6, Hágase girar alrededor del ej e polar la parte de la cardioide r = 4 + 4 eos 0 que 
está entre las rectas 0=0 y 0 = 90°. Calcular el volumen. 

7, El área debajo de la curva y = e ± sen x s desde x = 0 ha sta x = ISO , gira alrededor 
del eje de lasX Calcular el volumen del sólido que se genera. 

8, Calcular pór integración el volumen del cono truncado que Se engendra 
haciendo girar alrededor del eje X la superficie limitada por las rectas: 
y = 6“X f y=0, x = 0 yx = 4. Comprobar el resultado por la fórmula geométrica, 

9, Calcular el volumen del esferoide achatado que se engendra haciendo girar 
alrededor del eje Kla superficie limitada por la elipse x ! /o 2 + yV6 a = 1, 

10, Utilizando las ecuaciones paramétricas de la hipocicioide x = a cos a 6 y 
y =a sen 3 0, calcular el volumen del sólido que se engendro haciéndola girar 
alrededor del eje X. 
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4.8 OBTENCIÓN DE VOLÚMENES DE SECCIÓN 
TRANSVERSAL 


Áreas de superficies de revolución 

La superficie de revolución se genera al hacer girar el arco CD de la curva y =/( 
alrededor del eje X t como se muestra en la Figura 1. Si se quiere medir el án 
de dicha superficie, utilizamos el teorema fundamental del cálculo integral. 

Primer paso. Se divide el intervalo AB en subintervalos Ax Jt Ax tt Ax 3 , etc. T y 
levantan ordenadas en los puntos de división. Se trazan las cuerdas CE y EF y efc 
de la curva, Cuando la curva gira* cada cuerda engendra la superficie lateral i 
un tronco de cono de revolución, El drea de la superficie de revolución se de fu 
como el límite de la suma de las áreas laterales de dichos conos tramados. 


v r 



y 


Figura 1 


Segundo paso. Con el fin de tener mayor claridad de comprensión, tracemos 
primer tronco de cono en tamaño más grande (Figura 2), Si M es el punto med 
de la cuerda CE, entonces: 

Área lateral = £tl ( NM ) (CE) 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 



Figura 2 


Aquí, el área lateral do un tronco de cono 
de r évolución es igu al a la cireunferencía de 
la sección media multiplicada por el lado 
del tronco. 

Para aplicar el teorema íiindamental del 
cálculo integral, es necesario expresar esté 
producto como función de la abscisa de 
algún punto del intervalo Ax v Empleando 
el teorema del valor medio, obtenemos la 
longitud de la cuerda CE, o sea: 

ce= ( i ) 

Aquí a- j es la abscisa del punto P\ {x ít y^ t 
del arco CE, donde la tangente es paralela 
a la cuerda CE. Sea R el punto en que la 
recta horizontal trabada por M corta QP X 
(Vj), y designemos RP^ entonces: 

NM 


Sustituyendo (T) y en !a ecuación deí área lateral,, tenemos; 


Área lateral = 11 4-/'(í,) 2 ] ] ' 3 Aac 1 

De la misma manera; 

Área lateral - 2ji (y 7 - y [1 +/'(a; ¡ í ) 2 1 ]r¿ Ax. 2 
Continuando sucesivamente, tenemos; 
Área lateral = 2n (y B - f 1 +f'(x ¡i ) 7 \ UÍ Ax n 


[Primer ¿ronco de cono) 


(Segundo coito truncado) 


{Último tronco de! cono ) 


Por tanto, la suma do las áreas laterales de los conos truncados se escribe: 

z-I 

Y 2» y¡ í 1 + r(*. )* f ’ **. - 2ji ¿ í, [ 1 + r(*¡)T* 4 ** 

i=l i*1 

Tercer paso , Empicamos los límites OA = a y OS =b t y aplicamos el teorema 
fundamental del cálculo integral en la siguiente suma; 

¿ím]T2ny 1 [l4/ , (* ( ) ? ] Ax. =£ 2te y [l+f (*) 3 ] dx 

■"»“ r=l 

El límite para cuando es igual a cero. 
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El área de la superficie de revolución engendrada al hacer girar el arco CD 
alrededor del eje X viene dada por la fórmula: 



donde S, representa el área buscada. 

La fórmula anterior también se puede escribir así: S ^ 2n f\y ds 

■L , i 

Cuando el eje Y es el de giro empleamos la fórmula: S v = 2n [ x ds 

6 -.i’ 

Para las fórmulas S - (" y ds y S = 2u I x ds , ds puede tomar cualquiera 

^<3 ' J C 

de las tres siguientes formas: 


ds 



1 + 


dx 

d y 


\ 2 


1'2 


dy -■ ¡dx* + dy 1 ) 




De las tres formas anteriores, emplearemos la primera o la segunda, según sea 
1.a variable independiente que hayamos elegido; la tei'cera, si la curva dada está 
definida por ecuaciones paramétricas. Para utilizar cualquiera de las fórmulas 
para determinar el área de las superficies de revolución, es necesario calcular 
primeramente el valor de ds. 


EJEMPLOS 

I. El arco de la parábola cúbica 9y - comprendido entre x = 0 y x - 2 : gira 
alrededor del eje X. Hallar el área de la superficie de revolución que se 
engendra. 


Solución 

Primero calculamos la derivada de la función dada: 

9y = 

y -— . dy 3j s je* 

9 dx ~ 9 ~ 3 

Entonces el valor de ds, es: 
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APLICACIONES DHL CÁLCULO INTEGRAL 


ds - 


1 + 


dy 

Kdx 


V2 


dx ~ 


1 + — 


2 

3~ 


2 1/2 


dx - 


' < 


1+ - 

9 


di - 


9 + x 


4 1/2 


d.v 


.■* ds=*(ü + x 4 ) vz dx- 
3 


Sustituyendo en la fórmula del área, tenemos: 

S, = 2*[‘ y ds = 2* J ü " -- ~(o * f ' = í 9 + *') ”*“ rf5c 


í *11 

'2?A 

I„ ■ lS''2 "I 

( 9+ * ) 

UJ 

L2?J 

3/2 






4ii f 2 i2Sti 27 n 98í> 


91 


81 81 


El áren de la superficie de revolución que se engendra por el arco de la 
parábola cúbica 9y = .v 1 , comprendido entre r=n y jrs2» y que gira 
alrededor del eje X, es tic 9073/81 unidades cuadradas. 


2. Hallar el área de la superficie de revolución engendrada al hacer girar la 
cicloide cuyas ecuaciones para métricas son x = a (0 - sen 0) y y - 
a( 1 - eos 0) alrededor del ejeX 

Solución 

Primeramente calculamos la diferencial de la cicloide: 

x = a (0 - sen 8) y - c (1 - eos 9) 

dx = a (1 - eos 0) do dy - a sen 9 de 

Entonces el valor de ds es: 

d$ - {dx 2 + dy 2 ) m = ([a (1 — eos 9) + [a sen 9 del) 172 

= [íí 2 (í - cas 9) 1 d ~9 + (i- sen J 0 d 2 Q] m 

- {ú 2 [(l - eos O) 2 +■ sen^B] d 2 0) L ' 2 

- c(l-2 eos 8 + cos'O + sen-0)^ dG 

Por la identidad trigonométrica sen ! Q + cos^-B = I. tenemos: 

ds = ai 1 - 2 eos 0 + I) 1 "’ 2 d9 = ü( 2 - 2 eos B) L, ‘ d0 = a \ (í 2 (l- eos 9)' “ de 
Sustituyendo en la fórmula del área, tenemos: 

S x = 2ií [ y ds = 2tt I cr(l™ eos 0)-ay 2 (1 - eos 9)" “ d0 

= 2\!2na~\ (l”cos9) n "d0 
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UNIDAD 4 


Aplicamos la identidad trigonométrica 2 sen* - = 1 - cos& y tenemos: 

2 

S x - 2V2 tb s £*( 1- cose/' de = 2V2 2 sen 5 | 


n j 2 sen 2 | j dQ - 2V2 m 8 J*^ í 8 sen e | ¿0 


0 


3 í dQ 
2 


S K - 2V2 7t£í" f 2^2 sen'* — cf9 = Sim 2 f' seiT 
Jo 2 Ja 

Aplicando el método de integración para productos de potencias imparos de 
senos y cosenos (caso I), resulta: 


& r - 8iza~ í 

s_ = 


,¿!C - 0 --2 Q lCna^cDs ' 3 2 


sen J - dQ =■ -ICtt a 2 coa - 4 
2 2 


= 3 JL 


2n 


lfl s (2n) 10™ 2 cos 3 ^ 

-16rco eos-—-+ —- %— 

2 3 


5. = 


'-i««‘(-i) + 16 ”° a H 


L 

2 


1G 2 (0) lGm 2 cos 3 ^ 

—16rt¿i eos-^- +-£- 

2 3 


- -16nú i (l) + 


UW(1) 


e 2 16 ^c J „ o _ 

S* = 16 rea--— + IGrnr--— = 32m 5 - 


3 _ 32^- 64?to 1 

3 3 


El área rfe la superficie de revolución engendrada al hacer girar la 

cicloidea = a (O - sen 0) yy = a {1 - eos G) alrededor del tye JTcsde 64 ^ 
unidades cuadradas. 3 

3, Calcular el área de la superficie que se engendra cuando el arco de la 
parábola y = x*, desde y = 0 a y = 2, gira alrededor del eje Y. 

Solución 

Para empezar calculamos la derivada de la función dada: 

y - x 2 

* = 4y 

Entonces el valor de ds es: 


dr 1 
dy 2-Jy 


ds = 



f dx \ 
v dy) 


2~|Ví 

dy - 



Vi 

dy 
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APLICACIONES DCL CALCULO INTEGRAL 


ds - 


4 y 4 1 
4 v 


if2 


dy = — J 


i , r 4y +1 


'¿\ y 


dy 


Sustituimos en la fórmula del área: 



EL área de la superficie que se engendra cuando el arce de la parábola 

y = x\ desde y = 0 a y = % gira alrededor del eje Y es de — unidades 

3 

cu adrad a s + 


Volúmenes de sección transversal 

Considerando la Figura 3 S todas las secciones transversales por planos perpen¬ 
diculares al ejeX son círculos. Si OM=x yMB =y , entonces el área de la sección 
transversal ABCD=ny* = nMx)]\ si y=t(x) es la ecuación de la curva en gen- 
dradora DBF \ Por tanto, el área de la sección transversal por cualquier plano per¬ 
pendicular a OX es una función de su distancia (= x) al punto O, 



Siempre que sea posible expresar el área de una sección cualquiera del sólido, 
que sea perpendicular a una recta fija (como el eje X), se hará como una función 
de su distancia a un punto fijo (como el origen O). 
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UNIDAD 4 


Se divide el sólido en n re¬ 
banadas, cada una de espesor 
Air, por secciones equidistan¬ 
tes perpendiculares al eje X 
Sea EDF una cara de una de 
las rebanadas y sea ON-x 
(Figura 4), entonces, por hi¬ 
pótesis: 

Área (EDF) = A(x) 

El volumen de esta rebana¬ 
da es igual, aproximadamen¬ 
te „ a: 

Área (EDF) Ax = Ate) Ax 
(base x altura). 



Entonces' ^ represalia la suma de los volúmenes de todos esos 

prismas. 1-1 

Es cierto que el volumen pedido es el limite de esta suma; por tanto, y de 
acuerdo con el teorema fundamental del cálculo integral, tenemos: 


lím 


= | A(je) dx , por lo tanto, resulta: V = dx 


El elemento de volumen es un prisma (otras veces es un cilindro) cuya altura 
es dx y cuya base tiene como área Aíx). Es decir, dv = A (je) dx. 

Si las secciones son perpendiculares al eje Y t el volumen viene dado por 
V -1 A(y) dy, donde A (y) es el área de la sección en y , 


EJEMPLOS 

L La base de un sólido es un círculo de 5 cm de radio. Todas las secciones 
perpendiculares a un diámetro fijo de la base son cuadrados. Cálcularei volumen 
del sólido. 

Solución 

Sea la baso el círculo +y 1 = 25 en el plano XVy OX el diámetro fijo (Figu¬ 
ra 5), Con base en el enunciado la sección PSRQ perpendicular a OX es un 
cuadrado, cuya área es 4y 2 , si PQ = 2 y. De la ecuación x 2 ±y*= 25, tenemos que 
y 2 = 25 -x*; el área de la sección PSRQ que representamos con A(x) es igual a 4y 2 , 
es decir, 4(25 
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APLICACIONES DPI, CÁLCULO 1KTEGRAL 


Aplicamos la fórmula tío volumen, y 
tenemos; 

V -1' A(r) dx = | 5 p 4(25- x *) ¡¿c 

v - 100 dx-4\ x dx = 100a -— 

Js -M J 



V - 


100 (5)- 


4(5 f 

3 



4(~5) J 

3 


500 

- 500-— + oOÜ - 

3 


500 


2000 


3 



2000 

El volumen del sólido es de-■ em 1 * 


2. Calcular el volumen de un conoide recto de 12 cm de altura (A.)* cuya baso 
es el círculo x ¿ + y 1 = Sx de 4 cm de radio (r). 

Solución 

Con base en la Figura 6, consideremos una sección PQR perpendicular al eje 
QX\ dicha sección es un triángulo isósceles, donde RM = y % es decir: 

RM = ySx - x i 

Dicho valor se obtiene de la ecuación s s +r = 

8r que representa la circunferencia ORAQ. 

En la sección PQR se observa que la base 

RQ = 2y - 2 -J8x -x 2 y la altura MP = h = I2cm; 
entonces el área de dicha sección es: 


£ 


A ( x ) = 


{base) {altura) 




= I2y 8x - x 2 
Aplicando la fórmula de volumen, tenemos: 
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UNIDAD 4 


V = J A(x) dx = 12^3* - j¡r dbr = 12 J” 4$x - x 2 dx 

Aplicamos en la integral resultante el primer método para resolver integrales 
redimibles a inmediatas por sustitución algebraica, y resulta: 

V = 12 C-hx-X 2 dx = 12 — —Ü V8*-/ + 8 

JO D 


are sen 


7 = 12 


(s-4) r 


y 3(8) - (8)" S are sen 


(a-4) 


12 


(0-4) i 


■y8(0)-(0)‘ 4 8 are sen 


(0-4) 


V’ = 12(8) are sen (1) - 12 (8) are sen(-l) = 9e| 4 96| — J = 96n 


-n El volumen del conoide recio os cíe 9t5n cm s , 

Nota; Debe comprobarse que el volumen del conoide debe ser la mitad del 
volumen dd cilindro de las mismas base y altura. 

3. La base de un sólido tiene la forma de una elipse con el eje mayor de 20 em 
y eje menor de 10 cm, Calcular el volumen del sólido si cada sección perpendicular 
al eje mayor es un triángulo equilátero. 


Solución 


Situemos la elipse como indica la Figura 7; sea 2a la longitud del eje mayor, 
cuyo valor es de 20 cm, por lo que se deduce que a = 10; de igual manera, sea 2 b 
la longitud del eje menor, cuyo valor es de 10 cm r por lo que b = 5 r 

z 


Entonces la ecuación de la elipse es: 



1, es decir: 



100 + 25 


La sección ABC del sólido es un 
triángulo equilátero de lado 2y y 
altura y ¡3y (la altura se obtiene 
por el Teorema de PUágoras). El 
área del triángulo es: 




(fraseé altura) 
2 




(2y)(V3 y) 
2 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Por la ecuación de la elipse: 


2 5 

* y 


VlOO-a' 


+ — = 1, obtenemos: y - 

100 25 - y 

Por tanto, el área de la sección ABC es: A{*) = V31 — ^ ~ (100 - ). 


_ 2 \ 


Aplicando la fórmula del volumen, tenemos: 

^ ^-í:I ^ 4'*"” 1 * - I(t) 


V =■ 


25^3(10)- 


4 

V'5 (10) 

12 


-iio 


rio 


25V3 (-10)- 


V 3 (-10) s 


12 


= 577.35 cm’ 


El volumen del sólido en forma de elipse es de 577.35 cm 1 


EJERCICIO XXVII 

I. Resolver los siguientes problemas. 

1. Calcular el volumen del cono cuya base está limitada por la circunferencia 
x 2 + y* = 4 y cuyas secciones perpendiculares al eje X son: 

a) triángulo equilátero. b) semicírculo. c) cuadrado, 

d) triángulo isósceles con hipotenusa en la base del sólido, 

2. La base de un sólido está acotada por y = x\ y = 0 y x = l- Calcular su volumen 
si sus secciones perpendiculares al eje Y son: 

a} cuadrado. b) triángulo equilátero. c) semicírculo, 

d) trapecio ton h * donde b t y b., son las longitudes délas bases superior 

e inferior, respectivamente. 

3. De un cilindro de 5 cm de radio se corta una cuña mediante dos planos; uno es 
perpendicular al qje del cilindro, y el otro pasa por un diámetro de la sección hecha 
por el primer plano y forma con éste un ángulo da 45°. Calcular el volumen de la 
cuña, 

4. Un pajar tiene 100 in de largo y 40 m de ancho en su base, Sus secciones forman 
parábolas y - 40 - —, Calcular su capacidad de almacenamiento. 

«■ Calcular cl volumcn lM súlid0 cuya base está “ otada por 

g( x ) =-l y y cuyas secciones perpendiculares al eje X son triángulos 

equiláteros. 


329 

















UNIDAD 4 


6. Un sólido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor y menor miden 10 
y 8 era, respectivamente. Calcular su volumen sabiendo que toda sección del 
mismo plano perpendicular al eje mayor es un triángulo isósceles de altura igual 
a 6 era. 

7. Calcular el volumen de la intersección de dos cilindros circulares de igual radio (r) 
que se cortan úrtogonalmente. 

8. Calcular el volumen de un sólido sabiendo que la sección determinada en él por un 
plan d perpendicular al eje.Ves un circulo cuyos extremos de un diámetro se apoyan 
en 1 as para bol as y ' ¿ = 9,v y x* ^ 9y. 

9. Calcular el volumen de un sólido de base elíptica de ejes mayor y menor iguales 
a ^ respectivamente, sabiendo que la sección determinada en él por un 
plano perpendicular ai eje mayor es un triángulo rectángulo con un cateto en el 
plano de la base. 

10, Un sólido tiene base circular de radio r. El segmento PQ os un diámetro déla base. 
Calcular el volumen del sólido =i cada sección plana perpendicular a PQ es: 

a) un triángulo equilátero. 

ó) un triángulo rectángulo isósceles cuya hipotenusa está en el plano de la base, 
c) un triángulo isósceles con cateto en el plano de la base. 
d\ un triángulo isósceles con altura igual a su base, 
e) un triángulo isósceles de 20 cm de altura. 

11. La base de un sólido es el segmento parabólico obtenjdo al cortar Ja curva con una 
cuerda perpendicular a su eje. La cuerda tiene 16 cm de largo y dista 8 cm del 
^ é] tice déla parábola. Calcular ol volumen dei sólido si cada sección perpendicular 
al eje de la base es: 

a) un triángulo equilátero. c) un triángulo isósceles de 1Ú cm. de altura. 
h) un cuadrado. 

12. Un círculo de radio a se mueve de manera que su centro describo una circunferen¬ 
cia de igual radio, mientras quo su plano se mantiene paralelo a un plano dado quo 
os perpendicular ai plano del círculo dado. Calcular el volumen del sólido que se 
engendra. 

1.3 Un rectángulo se mueve desde un punto fijo. Un lado dei rectángulo es siempre 
igual i-. Ja distancia de este punto, y el otro es igual al cuadrado de esta distancia. 
¿Qué volumen se engendra cuando ol rectángulo se mueve 2 metros? 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


14. Un balón de fútbol americano tiene 16 pulgadas de largo y una sección plana que 
contiene una costura es una elipse cuyodiámetro menores de 8 pulgadas, Calcular 
el volumen: 

a) Si el cuero está ton estirado que cada sección transversal es un cuadrado, 

b) Si la sección transversal es un círculo, 

15 La base de un sólid o ti ene la forma de un a elipse con eje mayor de 18 em y eje menor 
de 9 cm. Calcular el volumen del sólido si cada sección perpendicular al eje mayor 
es: 

aj un cuadrado. c) un triángulo isósceles de 9 cm de altura, 

b) un triángulo equilátero., 

16- Un triángulo equilátero variable se mueve de manera que su plana se mantiene 
perpendicular al eje X, mientras que los vértices de su base se apoyan sobre las 
curvas v 2 - 16a* y y 1 = 4a*, situadas por encima del eje X, Calcular el volumen 
que el triángulo engendra cuanda se mueve del origen a los puntos Cuya abscisa 
es a, 

17. Calcular el volumen de un sólido cuya base es el área limitada por la parábola 
y 2 — 3^2* y su ordenada correspondiente al punto X—3, sabiendo que la sección 
determinada en él por un plano perpendicular al eje X de la parábola es un 
cuadrado. 

18. Calcular el volumen de un sólido cuya base es el área del primer cuadrante 
limitada por la recta 4* + 5y = 20 y los ejes coordenados, sabiendo que la sección 
determinada en ól por un plano perpendicular al oje X es un semicírculo. 

19. En una esfera de 3 cm de radio se realiza un taladro de 1 cm de radio, siendo el eje 
de éste uno de ios diámetros de aquélla. Calcular el volumen de la esfera que 
resulta. 

II, Hallar los volúmenes limitados por las siguientes superficies de segundo grado y 
los planos dados, 

1, i 2 + dy 3 + @2 J = 1 4 - = *+í = 0 

2- jc 2 + 4y 2 = 1 + a 1 ; £ + 1 = 0; 2 — 1 = 0 5. 25y 3 + 9¿ i= 1 + x 2 , * •= 0, x — ¿ 

3 _ ; =Jf 2 + 4 yt. z -\ 6, 4**+ 9z 3 + y = 0; y + 1 = Ü 
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4.9 OBTENCIÓN DE CENTROS DE GRAVEDAD 
DE SUPERFICIES PLANAS 


Momento para un sistema lineal 

El momento que produce una cierta masa respecto del punto E se define así: 

Momento = (masa) (brazo del momento) 

Aquí el brazo del momento es la distancia de la masa al punto E 

Para compi-ender la definición anterior, supongamos que en un columpio un 

ni p d j 2 l k f depeS ° Sc Slenta 2 ' 5maia izquierda del centro de apoyo Ey otro 
nuio B, de 30 kg, se sienta 2.5ma la derecha de E (Figura 1 ). 

Por observación, se deduce que el 


columpio comenzará a gí rar en un pl a- 
no vertical, es decir, de acuerdo con el 
giro de las manecillas del reloj entor¬ 
no al punto j£. Esto se debe a que el 
niño A de la izquierda tiene un peso 
menor que el niño B de la derecha. 



30 kg 

i 


2.5 m 


■Figum I 


Momento en A = (24 kg)(2.5 m) = eo kgm 

Momento en B = (30 kg)(92.5 m) = 73 kgm 

Para que el columpio quede en equilibrio, es necesario que ambos momentos 
soan iguales. Entonces, si el niño B de 30 kg se sienta a 2 m de distancia de E 
en ese instante se nivelará el columpio, ya que: 

Momento en A = (24 kg) (2.5 m) = GO kgm 

Momento en B = (30 kg) (2m) = GO kgm 

Si ubicamos el origen O en E y definimos las coordenadas* =~2 5 * = 2 el 
nolump .0 quedará en equilibrio, debido a que el momento total rosante de 
ambas masas es nulo respecto del origen. En otras palabras: 

Momento en O = m l x, + m. x, = (24)(- 2.5) + (30)(2) = -30 + 60 = Ü 

De manera general, supongamos varias masas m ni m ,. m colocados 
alo largo del eje^en los puntos respectivos * a , ^ Figura 2) 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


En tal situación la medida de la 
tendencia del sistema a girar alrededor 
del origen O se denomina momento 
del sistema respecto del origen , y se 
representa así: 



Figura 2 


+ m 2 x 2 + m a x a + ..* + m n V M - X m i x i 

í«i 

Sí el momento es igual a cero, se dice que el sistema está en equilibrio. 
Ahora, al considerar un sistema que no está en equilibrio y al mover el punto 
de apoyo a un cierto x = x de modo que el sistema ya quede en equilibrio, 

lo anterior da lugar a; 


¿ m¡ (x, - jc) = m 1 (x l - x) + m z {x 2 - x) + m 3 (x 3 - *) + — + (*■ *)' 0 


Í=1 rt A 

Es decir: X m J ** " X m * x ~ ® 

m m 


Despejando x obtenemos: 



(momento del miemos 
M„ \ respecto del origen ) 

m (masa total del sistema) 


Al punto x de equilibrio se le denomina centro de masa o centro de gravedad 
del sistema. 


EJEMPLO 


1. Hallar el centro de gravedad para el siguiente sistema lineal: - 16, 

*, = -7; m s = 19, * 2 =3; m 3 = 11, * a = 8; m 4 = 14, *,= 10.5. 


Solución 

Determinemos primeramente el momento del sistema respecto de i origen, y 


resulta: 


M ü = m 1 x l + m a x 3 + m a x 3 + 


M = (16) (-7) + (19) (3) + (ID (8) + (14) (10,5) = -112 + 57 + S8 + 147 = 1&0 
La masa total del sistema es: m = m t + m 2 + - 16 + 19 ■+ 11 + 14 - 60 
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UNIDAD A 


Sustituyendo en la fórmula del centro de masa, resulta: x =^- 

m 


■'* El centro de masa del sistema dado es x = &. 


¿ 55=3 

60 


Momento para un sistema hidimensional 

Considerando las masas m v m 2 , m 3f colocadas en un plano cartesiano 

sobre los puntos U.„y. ¿ \ (x at y t ) t (x n ,yj, respectivamente (Figura 3). 

Para tal sistema, tenemos que sus momentos son 1 

y 


Momento M z respecto al eje X: 

M, = m, >', + m, j, + m, >■„ + ... + m„ y¡t 



^2l íj) 

Momento M v respecto al eje Y: 

ÍX J- 

o-- 

— — - — 

---o 
m 2 | 

M y = x , + m n x 2 + m 3 a } + + m n x h 

i 3 

.V_i 

0 

1 

1 

La masa total del sistema es: 

m = m 3 + m ¿ + m ¿ + * m t 


~r~ 

P m t 

O - 

i 

l 

! 

El centro do masas (x , y ) se 
obtiene con las fórmulas: 



1 

- O 


- M , - M 

x = —— y y - —— Figura 3 

m m 


i^o anterior se interpreta como que la masa total m colocada en el centro de 
masas ( x t y > producirá los mismos momentos totales ilf , Aí v que el sistema en 
cuestión. 


EJEMPLO 

Hallar el centro de masas de un sistema constituido por las masas = 13, 
m 2 = 8, m 3 - 6 y m, = 11, colocadas en los puntos (5, - 3), (l t 2), (- 8 S 4) y 
(- 4, - 7), respectivamente. 

Solución 

El momento respecto al ejeZ es: 

M r m i y t + m £ y z + W a y a + m, = (13) (- 3) + (6> (2) + (6) (4) + ( 11 ) {- 7) = - 76 
El momento M v respecto del eje Y es: 

m¿ x., ■+ m a x 9 + m A * 4 = (13) (5) + (8) (11 + (6) (- 3) + (11) (- 4) = -19 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


La masa total del sistema es; m = m l + m t + m s + m i = 13 + 8 + 6 + 11- 38 


Por tanto; x - 


-19 


- -0.5 y- 


- M, -76 

* —-“ — 2 


m 3S rn 38 

■ El centro de masas del sistema dado es {-Ü<5 t -2*. 


Momentos de una superficie 


Consideremos ahora una placa plana de material (lámina o cartón) cuya masa 
total está distribuida uniformemente por la placa, es decir* su densidad es la 
misma en todos sus puntos (realmente la placa sería tridimensional, pero la 
consideraremos como un a superficie). Si sabemos que el punto de equilibrio de 
una lámina circular es su centro y que el de una superficie rectangular es su 
centro geométrico, definiremos el centro de masa { x, y) de una lámina como el 
punto de equilibrio de un sistema finito de partículas. 

Considerándola Figura 4, se tiene una lámina de densidad constante p. El 
rectángulo representativo se ha obtenido subdividiendo el intervalo cerrado 
[a, 6] en n subintervalos de acuerdo con A*; representemos el centro de masa del 
i-ésimo rectángulo con el punto U , y) y aplicando La fórmula del punto medio; 
así tenemos: 

/(*,)+g(*:) 

y ‘ 2 

La masa del i-ésimo rectángulo es: masa- (densidad) (área) = p(AA i ): 


y 



masa - p \f(x¡) -g(x .)] A* 

La masa total de la super¬ 
ficie se puede estimar con; 


Tomando el límite para 
| a \ | —* 0 (¡n —í »), obtenemos 
la definición de masa con: 

m = pj* [ f(x) - #(*)]*£* = pA 

Aqu í A es e 1 áre a de la lámi n a, 
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UNIDAD 4 


El momento respecto dol eje X del i-ésimo rectángulo es: 
momento - (masa) (brazo del momento) = tpAA.) y. - p(y.) (AA.) 


Momento = p 


l I -‘'•i) + ) 

2 


[/(*,) - s{*¡ )]A* = p/2 [/(*;) 2 - g(x f f 


A.* 


Sumando todos esos momentos y haciendo n obtenemos el momento 
respecto del eje Xdefinido por: 

M, = p/2j‘ [/(*)’ -£(*)*]<** 

Asimismo, el momento respecto del eje Y es: M y = p/2 J*x[/(r)- dx 
Obviamente que el centro de masa es: x = ^ y y - 

m " rs\ 

EJEMPLO 

L Hallar el centro de masa de la lámina de densidad uniforme p limitada 
por y = B-x y el eje X 

Solución 

Hacemos la gráfica (derecha) de y = 9- x 2 .. 

Calculando la masa total, tenemos: 


??I = p L f (/(*)“£{*)] dx = p£ [(9- X*)- (€)] dx 


tn = pj ^ -x' ¿ ] j dx = p 


9*™ 

3 


= 36p 


El momento respecto del eje X es: 



M ‘ ‘ p / 2 1 [/(*)* “ ¿M *] dx = p/ 2 f , [( 9 - - (o) 2 dx 


M r = p/2 lSí 1 + )dx = p/2! 81* -6* 3 + ~ 

El momento respecto del eje Y es: 

M y = p/2 J c *[/{*)- g(x)] dx - p/sj^ *[(9 - - (0)] dx 

M y - p/2 jf (9je - x 3 ) dx = p/2 


648 p 


Bx 2 


2 ~T 


= O 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


El centro de masa es: x 




y y 



64 8 p 

.5— 

36p 


IB 

5 


El centro de la masa de la lámina dada es (0 T 18/ ó). 

Nota: Debemos tener presente que el centro de masa de una lámina uniforme 
sólo depende de la forma de ésta , no de su densidad . 

En general, si un a figura plana tiene un centro de si metí (a, ese punto es el con* 
tro de gravedad. Además, si una figura plana tiene un eje de simetría, el centro 
de gravedad estará en ese eje, 

Generalizando, a la fórmula del centro de masas de una lámina cuando se 
calcula el centro de una región sin masa del plano se le denomina centroide o 
ce n tro de gravedad de es a región. Con base en la Figura 5, observamos la su¬ 
perficie AMPNB que se divide en n rectángulos, cada uno con base Ax. Sean dA 
su área y C(k, k) las coordenadas de su centro de gravedad. 


Entonces dA - y dx t h~x y k = V2 y. 


El momento de la superficie de este rectángulo básico con respecto a OX 
(también 07) es el producto de su área por la distancia de su centro de gravedad 
a OX (también OYl Si dichos momentos son respectivamente dM x y dM yl 
entonces: 


£¿¡lf - k dA y dM = hdA 

i “ y 

El momento de la superficie de la figura 
AMPNB se obtiene al aplicar el teorema 
fundamental del cálculo integral a la suma 
de los momentos de las superficies de los 
rectángulos fundamentales. De esta mane* 
ra se tiene; 

M = \ k d A y M^jhdA 


Y 

i Pix, y) N 



Figura o 


Sí (3Í, y) son las coordenadas del centro de 
gravedad de la superficie AMPNB y A es su área, las relaciones entre los 
momentos de superficie y x y y se expresan con: 


Ax = M v y Ay = M x 

Con el fin de calcular {x, y) , hallaremos los momentos M t y Ai, 
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UNIDAD 4 


Según <M = ydr; h = x,k = ~y y M = ¡kJA M f, ,, . 

la superficie AMPNB-. 2 " ’ J «(M, Ai, - J A dA, estos son, para 

^issssssssi * 1 * “ , '"' i4n ‘" * 

Si se conoce el área A, entonces deAÍ.A/, Ay = Ai, tenemos: 

s.í.üzííIiími* , 

■ A ^2 ” - -- 

Si los rectángulos fundamentales de la curva sun respecto del eje Y, tenemos: 

C(h,k),h = 1/2 x,ft = y; JU, = kdA, dM y = k dA- M,.fkdA, M, . Ja *t ; 


-« - * y> Ay = M M \M f - \\ydy.M, ~ 1/2 JV <fc I = 




_ Ai. 


■* y y- 


EJEMPLOS 

1. Hallar el centro de gravedad de 
cada una de las superficies limita¬ 
das por las siguientes curvas 
y 2x — 3 y y = (j E y _ 2_ ^ 

Solución 

Ai hacer las gráficas de las curvas da- 
das. tenemos: 

Para: y^x^2x-3 



Para: y = Gx - jc 2 -3 



Los limites a y b se determinan por los 
puntos de intersección de las dos curvas 
dadas, es decir: a = Q y b = 4. 


Y 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Sea /ÚO = Qx - x l - 3 y gix) = - 2ar - 3, entonces el área de la región som¬ 

breada es: 


4 =]*[/(*) - ?(*)]<& = ]* [( 6 * - - 3) - (jí j - 2í - 3)](fe = 031 - 2* ! )<fc = 4r a - 


2x 


. 4 = — 

3 

Calculando el momento M, tenemos: 


j& 


M ‘ ■ \Í [A*) ! - sU'f\dx: = Á J‘ [(6*- * s - s)’ - (*= - 2* - 3 ) J ]dx 

M t =-^1'[(36jt 2 * + 9^ 12* S -36*-6x ! )-{* 4 + 4x 2 + 9- -Or* + 12 *)]í& 

flf - - f J f-8x 3 + 44x 3 - 48x) dx = -j: 4 + - I2x 2 

x 2 J 0 ^ ' 3 

Calculamos el momento M t , y tenemos: 

Ai, = J *[/(*) “ £Í *)] dx ~ J* *[{«* -t” " 3) - (r 2 - '2r - 3)] dx = JV(S* - 2x‘ )dx 


-\4 


Jo 


64 

3 


M - f "feJC 3 - 2i“ 3 ) JC = — ~ 

Jft A * 3 2. 


Jo 


126 

3 


Entonces, las coordenadas dd centro de gravedad son: 


x 


A 


126 



a 


64 



6 


/. Las coordenadas del centro de gravedad para la región limitada por 
las curvas y - x- - 2x - 3 y y — - .r* - 3 es (2, D* 


2 . Hallar el centro de gravedad del área en el primer cuadrante de la hi- 
pocicloide x- a cos rj 0 y y = a sen- 1 0. 

Solución 

Tabulamos sobre la hipocicloide, y tenemos: 

Nota: Para tabular y hacer 
la gráfica, consideramos el 
valora = 1. 


9 

0 

Tl/6 

ft/4 

ti/3 

jt/2 

X 

1 

0.65 

0.35 

0.126 

0 

y 

0 

0.125 

0,35 

0.65 

1 
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UNIDAD 4 


Al hacer la gráfica de la hipo cicloide en el primer cuadrante, tenemos: 

De lamiadóivy= asen^O, tenemos que su 
derivada es: 

dy - 3a sen 2 0 eos ü t/0 

Calculando el área de la hipocidoide en el 
primer cuadrante, resulta: 

Área = _[ -v dy = £' £ (a cofi-fi] (3a sen* 9 eos 0 do) > 


- 3a 2 f 

J ¡ 


x/2 


eos Oaen^GdlO 1 



= 3a 'J 0 (V^ + 1/2 eos S0) 2 (1/2 - 1/2 eos 20) dO 

rtifrf 11 1 \ 

= 3¿l I — + - eos 20+ ~ eos 2 20 |(l/2- 1/2 eos 2G)í/0 
v 4 ¿ 4 } 


— 3 (i 


, jri/í/ 11 1 1 1 1 

J ft ¡ ~ “ - COS 2« + 2 tos 20 eos" 20 + — eos* 20 - - CO s 3 20 1 dB 


3a r f¿ jo. 30 r* f2 „ r - ? 

”— dQ + —— eos 20 c/0 - 

8 Jo « Jo 


4 

3a 2 rV» 


jü p 

3 '» 


eos" 20 dO 


3a 


8 Jd 


eos 1 " 20 d& 


+ ~7 seri 20 ’ J 0 ' í 1 / 2 + 1/2 cos4e ) de - ^- j o ¿ ces 2 20 eos 20 de 


3 ü ^0 3 a"sen 20 3a~ {d* 3 a 2 ; r -- 

8 1G 16 


r^í 3 a" g^' fVi ¿ ■. 

1- ™ s40flfo -- 1-sen 2 20 eos 2flc¿D 

- 5 16 g Ju ^ / 


3a 2 0 3c* sen 20 3 ü*ü 3a 2 sen 40 Se* p-¿ 

s h 


3a f _ 

eos29 dO +-sen 29 cascudo 

S Jo 


16 


16 


64 


'¿a 2 0 3a* sen 20 

3a J sen 40 

16 ' 16 

64 

3a*ti 3fl ,! sen 40 

3er 1 ' sen J 26 

10 64 

48 


16 


43 


n í! 


= 3 a'(n/ 2 ) _ 3 a 2 sen 4 (it/ 2 ) 3a' sen- Z(n/2) 3a\ 

15 64 48 ~ 32 
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aplicaciones del Cálculo integral 


Calculamos el momento M x , y tenemos: 

.J, 


M, - J* x dy - f (a ccs 3 0)(« sen 2 o)( 3a sen 2 3 eos 0 <n) = to* ff s™* eos 2 e dO 

= 3 a 3 |' /S ( 5e n I 0) 2 sen fleos 1 Od0 = 0 \f s«UW9d6 

= Sa^j^fl-acos 2 0-í-cos 4 e) sen 9 eos 4 (3 dO 


= 3a 3 rVese tt Od 0 -^r«'e ten 0 dO + 3n“ JJ*cos : ’ 0 sen 6 do 
Jo 


P ^'2 

U 

' | “lUfiS 

eos 6 0 6a 3 eos 7 0 3^ eos'-’e 

- -+"——t 1 ■ r .. 


Su 1 oos'(jt/2) 6o 3 «a’W _ 3nW£i/2) n _ 

5 ‘ + 7 9 

3n 3 eos 5 (0) 6a 3 cos : (0) _ 3o s eOS^O) 

5 ” + 7 9 

3 a 3 6o J 3o a lSSn 2 - 270 a :1 + 105c 2 84o* 

M,=[0] + —- —+ —- 3i 5 315 

Calculando el momento Af. f tenemos: 

M, = L jV dy = £ ÍJV “s ! a) 2 (3o se 

= - p'^a 1 eos 6 e)(3 a sen 2 0 eos O dS 


¡íce 3 r-t* 



3c :s f«/a 
2 

3a" r*/ £ 


[*«.' a sen’ 0de = ^ ( cos ’ ej* «A ÍJ4^ 

Jo £ * 0 

| ' 2 (l- sen* O) 3 eos 0 sen 2 0 fíü 


- 2^1 f /£ (l- 3 sen* 0+3 sen 4 6 - sen'é)eos G sen 2 0 ¿6 

o Jfl '■ 


'Aa 2 r rft 
2 


j^sen’ Oco S 0de-5£ J*«„’ Ocas Oda M j* 5C «‘0 eosdO - 


f sen B 9 eos 0 d% 
o Jo 
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unidad á 


,r _3a :] son J e 9c 3 sen 5 G 9a* sen 7 G Soasen 9 e" 1 ^ 

jVÍ , -- — --- — + - - - 

6 1Ü 14 


1S 


Jo 


_ ' jflJ sen J (n,2) _ da ' sen '(?r/2 ) 3 a J sen ' (te ¡2 ) 3 a 2 sen 1 (ir/2) 
6 10 14 18 

_3a^_9ot^ i 9a^ 3a 3 24 q* 

S 10 14 1S “ 315 


Pur lo anterior y cotí baso en la gráfica, se denota que, por simetría, jf = y. 
Entonces las coordenadas del centro de gravedad son: 


24a 3 

- _ 315 _ 256a 

A 3a~n ~ 315n 
32 


24ú a 

-_M f 315 256q 

A 3oV l ” 315rc 
"~32 


r'. Las coordenadas del centro de 
cuadrante de la hipacicloide son 


gravedad del área en el 
25fira 256a ; 

. 315n ' 31 5 jí J" 


primer 


3. Calcular el centro de gravedad de la superficie limitada por la parábola 
y 2 - I2.r y la recta y=2x. 


Solución. 

Gráficamente, tenemos: 

y 3 s 12* y- 2x 


I 

— 

y 

0 

0 

1 

±3.46 

2 

±4,89 

3 

±6 


X 

y 

0 

0 

1 

2 

2 

4 

a 

6 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Calculamos el área de la región, y resulta: 

Área = J\ d* = 0/M ' «(*)] * - 0^ - 2*) * - - 20 dx 


Z\l2x'- : ' 2 

Área --- ~ x 

3 


-ia 


Jo 


2\12 (3) 




(3) h = 12 -9 - 3 


Calculamos el momento A/ , y tenemos: 

M, - ¿JV d* = |0 /(r)1 ' fi(r) 1 * ■ }0 12 *-( z *)1 dx 

= s 

Calculando el momento ¿V/, tenemos: 

«, = jV dx = 0[/M - «(«)]* - J**(Vite - a») dx - vüjVv* - 2/V dx 


f i r 3 2 r 

" a 2í 3 

J x dx - 2J ^ x dx = 

r-—\ 


2012r 5 ' 2 2.v' 3 


T 3 


M, = 




i? 

5 


5 3 

Entonces las coordenadas del centro de gravedad son: 


x - 


M v 18/ 5 18 _ 6 


,4 


5 


y ' A 3 


Las coordenadas del centro de gravedad de la superficie limitad a por 
la parábola y 2 = I2r y la recta y = 2_r es (6/5 f J). 


Centro de gravedad de un sólido de revolución 

El centro de gravedad mecánico de un sólido homogéneo coincide con el centro de 
gravedad geométrico de dicho cuerpo. Si el sólido tiene un plano de simetría, el 
centro de gravedad se localizará en dicho plano. 

Para obtener una definición analítica del centro de gravedad de un sólido do 
revolución, consideremos la Figura 6, donde OX es el eje geométrico del sólido. 
El centro de gravedad estará en este eje, Sea di- 1 un elemento de volumen, es decir, 
un cilindro de revolución de altura y radio y. Entonces dv -xy 2 Ar* 

El momento de este cilindro con respecto al plano que pasa por OY perpen¬ 
dicular a OX es: dM t = x dv = 
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UNIDAD 4 



El momento del sólido se determina mediante el teorema fundamental del 
cálculo, y x se obtiene con: 


Vi 


M, = f n 


xy' dx 


o 


Vi = M.. 




El momento del cilindro con respecto al plano que pasa por OX perpendicular 
a OY es: dM= y dv - nyx 2 dy, ya que dv = nx 2 Ay. 

El momento del sólido se determina con el teorema fundamental del cálculo, 
y y se da por medio de:' 


JB ¿ 

Vy = M r - \ x yx~ dy o Vy = M s = f xyx 2 dy 
□ J £2 



EJEMPLOS 

1* Calcular el centro de gravedad del sólido de revolución generado al girar 
el área limitada por OX y las curvas ay -x 2 y a, 

Solución 

x 3 

De la ecuación ay = x 2 , despejamos y, y resulta; y - 

a 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


Calculando el volumen del sólido de revolución, tenemos; 


V =7cfVdi = Trf a |—] <k“*T" 
" J- **{a) a £ ^ 


TÍX 


ña 2 


na 


Calculando el momento del sólido, resulta: 
M y =^“^ = n| o "/í-] <& = x s dx = 


n.v 

6a' 


Calculamos el centro de gravedad del sólido, y resulta: 


Uff 

- M y 6 
V na 3 


5a 

6 


,- p Las coordenadas del centro de gravedad del sólido dado son | , Ü \. 

2, Calcular el centro de gravedad del sólido de revolución generado ál girar el 
área limitada por QY y las curvas x í -y 2 = 1, y = 0, -1 ► 

Solución 

A partir de la ecuación x 1 -y 1 = 1, y despejando x* t resulta: x 2 = l+ y ¿ . 
Calculando el volumen del sólido de revolución ( tenemos: 


^. = nj V (iy = itJ o , (l + y 2 )!6' = n 


/ 

3 


y \ 

y + 

~r 

V 

3 ... 


4ts 

T 


Calculamos el momento del sólido, y tenemos: 

r £ 

L + Z_ 

2 4 

A * y jo 


r 

M ± . = aJ yx* dy = TtJ_ y(l + y 1 ) dy = jc “ ^ 


3n 

T 


Calculando el centro de gravedad del sólido, resulta 

9 


3tt 

M. T 


y v 4?c 16 


.% Las coordenadas del centro de gravedad del sólido dado son (0, WÍ6L 
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UNIDAD 4 


EJERCICIO XXVJir 


I, C ak u 1 ar el centra de gravedad de cada una de las superficie s limitad as por las sigu ¡ en- 


tes curvas. 



1. y 2 =9x, x = 5 

7. 

y = j: 3 - 3x r y = x (primar cuadrante) 

2. y = x 2 , y = 2x + & 

8. 

x ¿ y~ 

■*“ - *■— = 1. y = 0, x = 6 (primer 

9 4 

3. x-4y-y\ y = x 

9. 

cuadrante) 

y - 4x - x 2 , 2x - y -3 = 0 

4. y = jc^ x = 2, y = 0 

10. 

y = x : % y -S t x - 0 

5. y - i J \ y - 4x (primer cuadrante) 

11. 

y 2 = cr-ííX, x sy = O (primer cuadrante) 

6. y- - 4x\ 2x ~ y - 4 = 0 

12. 

y - 6.v - x s t y - x 


II.Resolver los siguientes problemas. 

1. Calcular al centro de gravedad de la superficie limitada por los ejes de coordenadas 
y la parábola y x i ^ j - v5 , 

2 ^ 

2. Calcular el centro de gravedad de la parte de la elipse — + — ~ 1, que está en 

16 25 

el primer cuadrante. 

3. Calcular el centro de gravedad de la superficie limitada por la cisoidey 2 (2a — x) = x rü 
y su asíntota x = 2 a. 

4. Calcular el centra de gravedad de la superficie limitada por la cardioide r = a 
(1 + cus 0). 

5. Calcular el centro de gravedad del área limitada por las parábolas y 2 =x y x 2 - Sy. 

6. Calcular el centro de gravedad del área bajo la curva y =2 sen 3x entre x - 0 
y x = n/3. 

7. Calcular el centro degravedad de la región limitada por el semicírculo y = \ 4 - x 2 
y él eje Jf. 

8. Calcular el centro de gravedad de la superficie comprendida bajo una arcada de la 
sinusoide y = sen x. 

ñ. Calcular el centro de gravedad de la superficie limitada por d lazo de la curva 
y 2 = 4x 2 -x\ 

10. Calcular el centro de gravedad de la superficie acotada por la parábola 
y 2 = 2pjí y la recta y - mx. 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


11. Calcular el centro de gravedad de la superficie incluida por las parábolas x 2 = by 

y y 1 ~ ax , 

12, Calcular el centro de gravedad del área del lazo derecho de y- = x* C1 -x' 2 l 

13. Calcular el centro de gravedad del área entre x 3 == Sy - 4, x~ = 4y, en el primer 
cuadrante, 

14, Para el área limitada por y = - x 2 — 3x + B y x + y - 3 ■= 0, calcular el centro de 
gravedad. 

1 ó. Calcula r el contro d e gravedad del área A el pri nier cu adrante 1 imitad a por y' 1 =12* 
y su lado recto, en torno al eje X. 

16. Calcular el centro de gravedad de la región acotada por las curvas y = 4 - x 2 y 
y - i + 2, 


17, Calcular el centro de masas, para: 


a) m l = S, je l - -7; m 2 = 5, x, ¿ - 3; m A = 7, x^ - 5. 

b) m, * 6, x x - 4; m 3 = % x t = -4; ro a = 5, x 3 - -B; m 4 - 1, x 4 = 3] m s - 7, * a = 2, 

c) m. = 7, x, ~ O; m 2 = 14, x 2 - -3; m. = 15, x 3 = 4; m A = 10, x 4 = -1; m r¡ = 3, 
x. = - 2 . 


1S. Calcular o! centro de masas, para; 


al fu l = ñ, P,(2 t 2); m 9 = 3, P 2 (- 3, 1); m 3 = 13, P, <l f - 4). 

b) m t S 9, Pj (1, - 1); rn 3 = 3, F, (5, 4); m 3 ^ 6, F a f- 4, O); m., = 11, P 4 (2, 3), 

c) = 6,^ (-2,-3); m 2 = 8, P 2 (-1,0); m a = 4,P a (7,1); = 2, P 4 {ü p 0); m 5 = 12, 


P a [-3,01 


19. Calcular M v y ( x, y ) pura las láminas de densidad uniforme r limitadas por 
las curvas: 

a) y 4 = x, y = 0 ± * = 4 b) x = 4 -y 2 , x = 0 c) x = 2y - y 2 , x = 0 

20. Calcular el centrodc gravedad del sólido que se forma cuando la superficie acotada 
por las rectas x = Q, x = a, y = 0 y la curva y = e 1 gira alrededor del eje X. 

2 1. Calcular el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar la superficie 
limitada por las rectas y = 0, x = — y la curva y = sen 2x, alrededor del eje X, 


22. El radio de la base superior de un tronco de cono de revolución es de 5 cm; el de la 
base inferior es de 10 cm t y la altura mide 16 cm. Hallar el centro de gravedad. 
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UNIDAD 4 


23, Calcular el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie del 

primer cuadrante está acotada por las rectas y = 0, x = 2a y la hipérbola 
2 2 

x y L 

— - —$■ = I gira alrededor del eje X 
a" b~ 

24. Calcular el centro de gravedad para cada uno de los siguientes sólidos: 


a) Hemisferio. 


b) Paraboloide de revolución. 



ni JS J á rea acotada por el eje Xy cada una da ] as cu rvas siguientes gira alred edor d e QX. 
Calcular el centro de gravedad dei sólido de revolución que se engendra; 


a) x 1 + y' 1 = 4„ x = 0, x = 1 

b) y* = 4x t x = l t x = 4 

c) y = o. sen x } x = rJ2 

d) x' : -y 2 = a 2 t x = 2a 

e) £xy = a a ; y = a/2 h y = 2a 


0 y = x 2 , _v = .v 

gJ y = 4 - jt (primar cuadrante) 
h ? y = 4 jc - x 2 , y = .r 

i) y 2 - y- - 16, y - Ü, ac = 6 

j) (Je - 2) y 2 =¡ 4, y = 0, x = 3, y = 5 


IV. El área acotada por el eje Y y cada una de las curvas siguientes gira alrededor de OY. 
Calcular el centro de gravedad del sólido de revolución que se engendra: 


a) ay 2 =x* t y = a 

b) y = y s P y = 9, y = 0 

c) y j? 4x — y 3 t y = x 

d) y £ = 4^ y = b 


e) y^ = 16 (4-y.) r x — 0] y - 0, x = 4 

f) y = 4 — (primer cuadrante) 

g) y = x 2 r y = x 

h) y ! - IZr, y = 0, y - 3 
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4.io CÁLCULO DE LA PRESIÓN EJERCIDA POR UN FLUIDO 
SOBRE SUPERFICIES VERTICALES 


Introducción 

De acuerdo con la física, se sabe que cuanto más profundamente se sumerge un 
objeto, mayor es la presión que sufre (entendiendo coma presión la fuerza ejercida 
sobre cada unidad de área). Lo anterior se expresa con la fórmula: 

P = wfr 

donde P ~ presión del fluido, co = densidad del fluido (peso por unidad de volumen) 
y h - altura bajo la superficie (profundidad). 

Por ejemplo, como el gramo es el peso de 1 cm 3 de agua, el peso de lm 3 es 1000 
kg, Además, la densidad del agua es de 62,4 libras/pie 3 y por tanto» a una 
profundidad de 9 pies, la presión sobro un objeto sumergido es: 

P = B/i = (62.4 iihras/pie a ) (9 pies) - 561 + G libras/pie*. 

Esta presión corresponde al peso de la columna de agua de 9 pies de altura que 
soporta sobre sí cada pie cuadrado de área del objeto. Además, de acuerdo con el 
principio de Pascal, la presión ejercida por un fluido a una determinada pro¬ 
fundidad es igual en todas direcciones. Entonces, la presión contra la pared del 
contenedor, acierta profundidad, es igual a la ejercida sobre un objeto sumergido 
a la misma profundidad. De lo anterior deducimos que la presión ejercida por un 
fluido es independiente de la forma del recipiente. Esto quiere decir que 4 metros 
por debajo de la superficie, la presión sobre la pared de una piscina es igual a la 
que se ejerce sobre el frontal de una presa, supuesta una idéntica densidad del 
agua. La presión queda determinada por la profundidad únicamente; cualquier 
otra dimensión del contenedor es irrelevante. Nuestra mayor atención sobre el 
conocimiento de la presión de fluidos recae en el cálculo de la presión total 
ejercida por un fluido sobre las paredes de un contenedor. Si el contenedor es de 
paredes verticales, resulta fácil calcular la presión total sobre su fondo La 
presión en el fondo es constante» y la presión total es el producto de dicha presión 
por el área del fondo. En general, para una región plana sumergida horizontal- 
mente, tenemos que: 

P - íiíft A 
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CMDAD4 


donde P = presión total sobre una región plana; ó! = densidad del fluido; h - altu¬ 
ra bajo la superficie (profundidad); A - área de la región plana. 

Si deseamos calcular la presión total sobre las paredes verticales de un 
contenedor, encontramos que la presión no es constante en cada punto, sino que 
crece con la profundidad. 

Si ABCD (Figura 1) representa una parte do la superficie vertical de una pared 
de un aljibe, y deseamos conocer la presión total del fluido sobre dicha superficie, 
trazamos los ejes coordenados tal y como está indicado en la Figura 1, ubicando 
el eje Y sobre la superficie del fluido. Luego dividimos AB on n subintervalos y 
construimos rectángulos horizontales dentro de la superficie ABCD. 

El área de uno, cualquiera, de los 
rectángulos (como EP) os y Ax, Si es¬ 
te rectángulo fuese horizontal a la pro- ^ 
fundí dad x, la presión del fluido sobre él 
sería: 

P - üJ.v y Av 

Por el principio de Pascal, P = B x y b 
Ax os, aproximadamente, la presión so¬ 
bre ol rectángulo EP en su posición ver¬ 
tical. Por tanto, la suma: 

¿l 

-Vi ,, 

*■ i T 

representa, aproximadamente, la pre¬ 
sión sobre todos los rectángulos. Figura. 1 

La presión sobre la superficie ABCD es el límite de la suma y, por el teorema 
fundamental del cálculo integral, tenemos: 

n 

l(m y. Ajc, = jm xy dx 

Por tanto, la presión de un fluido sobre una superficie vertical sumergida 
i imitada por una curva, el eje X y las dos rectas horizontales x = a y x - ó, se 
obtiene con la fórmula: 



_ r ¿» 

P - tu jey dx 

El valor doy ha de sustituirse en términos de x , deducido de la ecuación do la 
curva dada. 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


EJEMPLOS 


1. Una cañería circular de 4 m de diámetro {Figura 2) está medio llena de 
agua. Calcular la presión sobre la compuerta que cierra dicha cañería. 

Solución 

La ecuación del círculo es jc 2 + y- - 
4, de la cual tenemos que: y = y A- x~ ■ 

Como el gramo es el peso de 1 cm 3 de 
agua, el peso de 1 m 3 es 1000 kg. Entonces 
ñi - 1000 kg/mL Los límites son x = 0 y 
x = 2; así, la presión a la derecha del eje 
Zes: 





P = üj í xy dx = 1000 

í 2 r 7 T 

j x' 4 - x dx 

Jo 

Jx 

1000(4 

1 

1G00[4 - (S) 2 ] 3 ^ 


1000[4 -(O) 5 ] 3 '' 

p ~~ 3 

ñ 

3 


3 


Figura 2 


= 2 666,66 kg 


Para obtener la presión total del fluido, tenemos: 


P 10TAL = 2P = 2 [2666.66 kg) = 5333,33 kg 

La presión total sobre la compuerta que cierra la cañería es de 
5333.33 kg, 

2, Una prosa tiene una compuerta vertical en forma de trapecio {Figura 
3) que mide 12 m en su lado superior, S m en su base y 4 m de altura, ¿Cuál es 
la fuerza total ejercida sobre la compuerta si su lado superior está 4 m bajo la 
superficie del agua? 


Solución 

Con baso en la Figura 3, te¬ 
nemos: CÍA = 2x dy , h ■= 8 -y, 
dP = » CS -y) 2x dy. 

Determinando la ecuación 
de la recta AB P tenemos: 

x.j - jq 

y - 0 = (* - 4 ) 

O - 4 



y^2x-8 


Figura 3 
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UNIDAD A 


A continuación dospcjamos x en la ecuación de la recta ÁB | v ~ y sus¬ 

tituimos en dP ~ TT> (8 -y) 2x dy, y resulta: dP = w (8 - y) 2 J dy = w (64 - y 2 ) dy 
Integramos dP = rü (64 -y 2 ) dy dentro de los límites y = 0 y y = 4, y obtenemos: 






3 


Jd 


TC14_ 

-w 

3 


Sea o - 1000 kg/m 5 , por tanto P = 


704 

3 


{1000) - 234067 kg 


La fuerza total ejercida sobre la compuerta es de 234 6tí7 kg. 

3, Cada uno de los extremos de un tanque horizontal es una elipse cuyo eje 
horizontal es de 4 m y el eje vertical de 2 tn* Calcular la presión sobre un extremo 
cuando el tanque está medio lleno de petróleo que pesa SÜO kg/m 3 . 


Solución 

Con base en la Figura4, tenemos 
que la ecuación de la elipse es: 

2 ,2 

+ 1, con a - 2 y ¿) = 1, 

b a 

2 £ 

x y 

Tenemos que: — + -— =1 
14 

Despejamos y en la ecuación: 



► Y 


y - V4 - 4.t x 

Figura 4 

Los límites son x = 0 y x = 2; por lo que la presión a la derecha del eje X es: 


P = ü)J xy dx — 800 j x y 4 - 


4x 2 dx =800| -- 


2 ( 4 - 4 **) 


□,*2 \ 


J& 


P- 


200[4 - 4 ( 1 )'j 


f f , n \£¡’i \ 

2001 4 -4(0)" J 

3 

V > 


3 

s ) 


= 533.33 kg 


Luego, la presión total del fluido es: P T0TA] = 2P = 2(533.33} - 1066.6G kg 
La presión sobre un extremo del tanque es de 1066.66 kg* 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO WTBGRAL 


4, Una superficie plana, cuya forma es Ja de un segmento parabólico de 12 m 
de base y4m de altura, está sumergida en el agua de manera que su base se 
encuentra en la superficie libre del líquido. Calcularla fuerza ejercida sobre una 
de las caras de la superficie. y 


Solución 

Con base en la Figura 5, sede- 
nota que la ecuación canónica de 
la parábola es » 4 py. Sustitu¬ 
yendo el punto (6, 4), resulta que 
p - 9/4; así la ecuación del seg¬ 
mento parabólico es jc- - 9y; luego, 



Figura 6 


^ — 3^i y. 

El área del rectángulo genérico es 2x Ay; la profundidad de su centro geomé¬ 
trico es (4 - y). Sean los límites y = 0 y y =* 4. Si aplicamos la fórmula P -ó) h 
A, tenemos; 


P = ñ(4 - y)2x Ay =B( 4 - y) 2 (3 ,/y] Ay - 6w (lyíy - y ^) Ay 


Por integración, resulta: 


P = 6cj| {'Hi'y 


- y"' 11 ) dy = 6w 


[7 s*'* 

2 y^V 

250 új 

I 3 

& J 

-o" 5 


Sea ío = 1000 kg/m 3 , por tanto 


256(1000) 

5 


51200 kg 


La fuerza ejercida sobre una de las caras de la superficie es de 
51 200 kg. 

Tk En el siguiente problema d eje Y se dirige vertí cal mente hacia arriba, y el eje 
X está al nivel de la superficie de un fluido. El peso de la unidad cubica del fluido 
esta representado por ó>. Calcular la presión ejercida sobre la superficie que se 
forma uniendo con líneas rectas la serie de puntos, en el orden dado: (0, 0), (3, 0), 
(0, - 6) y (0,0). 

Solución 

Con base en la Figura 6, se denota que la superficie sumergida está acotada pol¬ 
las rectas x =* 0, y = 0 y 2x — y — 6 = 0, 

El área del rectángulo genérico es a: Ay, y la profundidad es y. 

Aplicando la fórmula P = 55 h A, tenemos: 
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UNIDAD 4 



Y 


y y - o, y resulta: 



Integramos entre Los límites y - - 6 




(Oj “ 6) 


X 


EJERCICIO XXIX 


L En los siguientes problemas el eje Y se dirige verticalmente hada arriba, y el ejeXestá 
al ni ve L de la superfi cíe de un fluido. Se a 5> el peso de la u nidad cúbi ca d e ¡ fl nido Ha I lar 
Ea presión sobre las superficies que se forman uniendo con líneas rectas cada serie de 



1- Í0 3 ( 3 , - 3), (O, - 6X <- 3j - 3), (0, 0} 

2 . (I, 0), (1, - 2h (- l r - 2), (- 1, 0), (1., 0.) 

3 , ( 3 , 0 ), (2, - 5\ (-2, - 5} t (- 3 , 0 ), ( 3 , 0 ) 


4. (2,0), (0, - 3), C-2,0), (2,0) 
ó. <0, 0), (3, - 6), (0, - 6), (O, 0) 

II. Resolver los siguientes problemas. 

1 ’ ^ ri depósito cilindrico de gasolina está colocado de modo que el eje de su cilindro 
este horizontal. Si el depósito está medio lleno, calcular la fuerza ejercida sobre 
uno de sus laterales circulares, de diámetro igual a 3 pies, y la densidad de la 
gasolina es de 50 libras/pie 3 . 

2 . Un extremo vertical de un tanque es un segmento de parábola con el vértice hacia 
abajo; la distancia en la parte superior es de 3 m y la profundidad, de 6 m. Hallar 

la presión sobre este extremo cuando el tanque está lleno de un fluido que pesa 
IIÜO kg/Tn a , 

3. Una claraboya cuadrada en el extremo vertical de un barco mide 1 píe de lado. 
Calcular la fuerza total que soporta, supuesto que el lado superior del cuadrado 
está 15 pies bajo la superficie del agua., cuya densidad es de 62.4 libras/pie 3 r 
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_ APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


4 , Un tanque cilindrico vertical de 10 m de diámetro y 16 m de altura está lleno de 
agua. Calcular la presión ejercida sobre la superficie encorvada. 

5. Un tanque cilindrica horizontal, de 3 m de diámetro, está medio lleno de petróleo 
y su pesa es de fíOO kg/nr 3 , Hallar la presión sobre un extremo, 

6 , "Una alterca tiene 8 m de anchura, 14 m de longitud t LS m de profundidad en un 
extremo y 4 m en el otro; su fondo es un plano indinado, Iiallar la fuerza total sobre 
cada pared vertical de la elberca 

7 . El extremo vertical de un artesa es un triángulo rectángulo isósceles cuyos catetos 
miden 3 m cada uno, Hallar la presión del fluido sobre la extremidad cuando lo 
artesa está llena de agua. 



$. Calcular la fuerza ejercida sobre el fondo de un recipiente de forma semicircular 
de 2 m de radio cuando está lleno de un fluido cuyo peso específico es 900 kg/m 3 . 

9 . Una superficie pl ana, cuya form a es la de un segmento para bélico de 12 m de bas e 
y 4 m de altura, se encuentra parcialmente sumergida en petróleo que pesa 600 
kg/m a , de manera que su eje es paralelo a la superficie libre y situada 3 m por 
debajo de ella. 

10. El fondo de una piscina es un plano inclinado. La piscina tiene 2 pies de pro- 
fundí dad en un extremo y 10 pies en el otro. Si dicha piscina mide 40 pies de largo 
y 30 de ancho y sus paredes son verticales, ¿cuál es la fuerza total que actúa sobre, 
uno de los laterales de 40 pies? 

11 . Una presa vertical mide 120 pies de anchura en su parte superior y 40 pies de altura. 
Hallar la fuerza total que ejerce sabré el agua, si ésta alcanza una altura de 25 pies. 


2G-y 



IG0. 403 
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UNIDAD 4 


12. Un tanque cilindrico está lleno hasta la mitad con gasolina, cuyo peso os de 42 
libras/pie 3 . Si el eje es horizontal y el diámetro es de G pies, hallar la fuerza en un 
extremo debido a la presión del fluido. 

13. Los extremas de una pila son regiones semicirculares, cada una con un radio de 2 m. 
Calcular la fuerza ejercida por la presión del fluido sobre un extremo déla pila si 
está llena de agua. 

14. Una hoj a de I ámin a en forma rcct angul ar se su mergo ver Acalmen te en u n tanque 
con agua con el borde superior en la superficie del líquido. Si el ancho de la lámina 
es de 2 tu y el largo es de (5 m, hallar la fuerza debida a la presión del líquido sobre 
un lado de la lámina. 

15. Una compuerta rectangular en una presa vertical tiene 3 m de ancho y 2 m de alto. 
Calcular: a) La presión cuando el nivel del agua está 3 m arriba del borde superior 
déla compuerta, b) ¿Cuánta más debe subir el agua para que la presión encontra¬ 
da en a) sea del doble? 

16. Hallar la presión sobre la mitad inferior de una elipse cuyos semiejes son 2ra y 3 íh, 

a) cuando el eje mayor está en la superficie del fluido; 

b) cuando el eje menor está en la superficie. 
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4.11 CÁLCULO DEL TRABAJO REALIZADO POR UNA 
FUERZA VARIABLE 


Trabajo realizado por una fuerza constante 

Para los científicos e ingenieros, el concepto de trabajo resulta ser importante al 
momento de calcular la energía requerida para realizar algunas tareas de tipo 
físico. Por ejemplo, es útil saberla cantidad de trabajo desarrollado al elevar una 
viga con una grúa, al comprimir un muelle, cuando un camión transporta una 
carga o al disparar un rifle. 

En general, establecemos que se ha realizado un trabajo cada vez que una 
fuerza (f ) aplicada mueve un objeto cierta distancia L.c¿); el trabajo {1 ') realizado 
por esa fuerza se define como: 

T = fd 

El trabajo puede expresarse en distintas unidades, por ejemplo: libras/pie; 
libras/pulgadas; kilogramos/metro; kilogramos/centímetro; etc. En el sistema 
métrico las unidades fundamentales de trabajo son la dina/cm (erg) y el newton/m 
(joule), donde 1 joule = 10' ergs. 


EJEMPLO 

1 Calcular el trabajo realizado al levantar un objeto do 150 kg una altura 
de 4m. 

Solución 

Considerando la fuerza requerida como el peso del objeto, el trabajo realizado 
es; T = fd = (150 kg) (4 m) - 600 kgAn. 

/. El trabajo realizado al levantar un objeto de ISO kguna altura de 4 m es 
de 600 kgfrn. 
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UNIDAD 4 


Trabajo realizado por una fuerza variable 

Al aplicar una fuerza variable a un objeto, la detemiinación del trabajo realizado 
se obtiene por los métodos del cálculo integral, debido a que la fuerza necesaria 
para mover el objeto cambia al variar la posición de dicho objeto. Entonces, la 
fuerza requerida para comprimir un resorte crece conforme se comprime dicho 
resorte. Ahora analicemos el trabajo que se realiza al vaciar un aljibe (trabajo 
de bombeo) cuya forma es la de un sólido de revolución con eje vertical 
Supongamos que el eje A r de la curva que gira sea vertical y que el eje Y esté en 
d plano de la parte superior del aljibe; tal como se muestra en la Figura 1. 
Tenemos que calcular el trabajo que se realiza al variarlo, si la superficie del 
líquido pasa de la profundidad a hasta la profundidad b. 

Dividiendo AB en n subintervalos, 
por estos puntos de división se hacen 
pasar planos perpendiculares al eje 
de revolución que constituyen cilim 
>- y dros de revolución, 

El volumen de uno, cualquiera, de 
dichos cilindros as tí y 2 Ax y ti) es el 
peso do la unidad cúbica del líquido; 
resulta: óJrry 2 Ax. 

El trabajo que se efectúa al subir 
un peso es igual al producto del peso 
por la altura vertical; por tanto, el 
trabajo de subir dicho cilindro de 
liquido a la altura x es <5 Ky 2 x Ax. ha 
suma del trabajo realizado al subir 
hasta arriba todos estos cilindros es: 


X ^imy 2 i x i Ax i 

Figura 1 e=i 



El trabajo efectuado al vaciar la parte AB del aljibe es, lógicamente, el límite 
de dicha suma y, por el teorema fundamental del cálculo integra!, resulta: 


n 

lim Y. ¡En y-.x,A.v = f«¡rey 2 x dx 

.■1—tw- J 


Entonces, el trabajo efectuado al variar un aljibe en forma de un sólido de 
revolución, de manera tal que la superficie dd líquido pase desde la profundidad 
a hasta la profundidad ó, está dado por la fórmula: 
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aplicaciones del CÁLCULO [KTEGHAL 


r = ton [ y~ dx. 

-Vil 

Aquí el valor de y ha de sustituirse en términos de a- obtenido de la ecuación 
de la curva que gira. 

El principio fundamental para este razonamiento es que el elemento de trabajo 
{dT) que se realiza al levantar un elemento ídY) de volumen a una altura 
A es: dT = ühdV, 

Tomando en cuenta lo anterior, podemos elegir los ejes de coordenadas de 
cualquier modo que nos convenga. 


EJEMPLOS 


1. Calcular el trabajo que se realiza al bombear el agua que liona su aljibe 
h&misférico do 5 m de profundidad '..Figura 1). 


Soíuctófi 

Gráficamente, tenemos: 

La ecuación del círculo es: x í + y 2 - 25 

Despejando y 1 , tenemos: y B = 25 -x- 

Si ti) - i 000 y los límites son x - 0 
y x = 10, sustituyendo en la fórmula 
correspondiente, resulta: 

T -TSr. [ y~ xdx = IGOOtc j (25 ~ at) xdx 



1000ti(25- * 2 ) ! 
4 


i 


* 


15625Qnkg m 


Figura 1 


El trabajo que se realiza es de 156 250 71 kgm* 


2, Una cisterna cónica tiene 30 m de diámetro superior y 20 m de profundidad, 
Si la superficie del agria está 10 m más abajo que la parto do ari iba, calcular el 
trabajo que se hace al bombear hasta arriba el agua de la cisterna, 


Solución 


Gráficamente, tenemos: 

Con, base en la Figura 2, tenemos: 

dY - Turf dy 

Sea la altura k = 20 -y. 

Entonces dT=w (20 -y)n x 2 dy. 
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UNIDAD ■! 


La ecuación de la recta OA es; y 



Integramos entre los límites y = 0 y y = 10, puesto que el agua tiene 10 m de 
profundidad, resulta: 


T - 1000 *rí —y 1 - — /) dy - 1000 n f— v> - —/'] “ 

16 J 112 ‘ 64' J_, 

fwf 45 o \ 

T* 1000 te J ( | — (1000) - — (io 000)j = 3 750 000 ti- 1 406 250 n 

T= 2 343 750 ir == 3 681 553-891 kg m 

El trabajo que se hace es T = 3 681 553.391 kg m* 

3. Para comprimir un resorte desde una longitud natural de 15 cm hasta 12 
cm, se requiere una fuerza de 75 kg. Calcular el trabajo realizado al comprimirlo 
3 cm más, (Aplicar la ley de Hooke), 

Solución 

Con base en la ley de Hooke, que establece que la fuerza f(x) necesaria pa¬ 
ra comprimir o extender un resorte x unidades desde su longitud natural es 
j (as) = kx , donde k es una constante que depende del resorte en cuestión. 

Entonces: / (x) = kx 

/ (3) ^75=: resultando h - 25, es decir: / (*) = 2o x 

Para calcular el incremento de trabajo, suponemos que la fuerza requerida 
para comprimir el resorte en A_r es constante.. 
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aplicacion es del cálculo INTEGRAL 


Entonces el incremento de trabajo es: A T = (fuerza) (incremento de d) 

AT = 25 ¿r Ají 

Puesto que él resorte se comprime entre x = 3 y r = 6cm menos que su longitud 
natural, el trabajo realizado es; 




= 450 


112.5 = 


357.B kg cm 


- jé) trabajo realizado es de 337-5 kg cm. 

4. Si un módulo espacial pesa 30 toneladas en la superficie terrestre, enton¬ 
ces, despreciando la resistencia del aire, ¿cuánto trabajo se requiere para ele¬ 
varlo basta una altura dé 2500 km? 


Solución 

Puesto que el peso de un cuerpo varia con proporción inversa al cuadrado de 
su distancia al centro de la tierra, expresamos la fuerza / (x) ejercida por la 
gravedad mediante: f{x) = —, 

El módulo pesa 30 toneladas en la superficie terrestre, la cual tiene un radio 


aproximado do 6436 km. 

k 

Sustituyendo tenemos; f(x) - -j 


30- 


con K =1 242 662 880 


( 6436 )* 41 422 096 


m 1 242 662 880 A 

Entonces el incremento de trabajo es; A T =-p— 

Al propulsar el módulo desde 6436 hasta 8936 km, el trabajo desarrollado es: 
ÓÜM6 i 242 662 880 , 1 242 662 880 

T - -—*- ^dx-— - - - 

J 6436 x X 

T = -139 062.5425- (-193 OSOj = 54 017,4575 toneladas km 


/. El trabaja necesario para elevarlo es de 54 017.4575 toneladas km. 

5. El depósito de la Figura 3 tiene 8 m de altura y 2 m de radio en su parte 
superior. Si se llena basta una altura de 6 m con un líquido que pesa 50 kg/nr\ 
calcular el trabajo necesario para bombear todo ese líquido sobre el borde 
superior del dep osito. 
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UNIDAD 4 


Y 


Solución 



Figura 3 


Considerando eí líquido subdí- 
vi dido en capas de anchura ¿y, 
podemos determinar ei trabajo re- 
querido para bombear’ cada capa, 
describiendo primeramente el peso 
de dicha capa como el incremento de 
fuerza. 


- peso 

4/ - (den sitiad ) ( volamen de la capa) 
Áf = 50 (rtr 2 h) 


Aquí r = x es el radio y h - A y es 
la altura. 


Entonces, como y - 2x 2 f es decir, 

a y 

x = — t tenemos: 

2 

A/= 507T^-|jA)i=26 7C.yAy 


Puesto que cada capa se desplaza 
8 - y metros, el incremento de tra¬ 
bajo es: 


¿r - (incremento de fuerzaMitfancia) - {25n y Ay) (B - y) = tí (20Qy - 25y 2 ) Ay. 

Puesto que las alturas de las diversas capas van desde y = 0 hasta y = 6, el 
trabajo requerido para vaciar el depósito es: 


T - 7t02OOy - 25y s )rfy = lOOíiy 2 - 


= 3600*:- IfiOOn = 5 654.867 kgm. 


El trabajo necesario para el bombeo es de ó 654.867 kg;m. 


Trabajo de U n gas al dilatarse 

Sl dilatarse un gas en un cilindro empuja la cabeza de un émbolo do manera 
que el volumen del gas pase del volumen inicial en metros cúbicos (V.) hasta el 
volumen final en metros cúbicos (V f ) t el trabajo exterior que se realiza es. on 
kilográmetros: 

I Vabajo (7 1 ) = £ PdV, donde P es la presión en kg/m £ . 

Lo anterior se demuestra si suponemos que el volumen aumenta de VaVTdV, Sea 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


A el área de la sección transversal del cilindro. Entonces es la distancia que 
mueve el émbolo. Dado que PA es la fuerza que causa la dilatación tenemos: 


Elemento del trabaja realizado = PA 



= P dV 


De esta última igualdad se obtiene P dY **1 aplicar el teorema 

fundamental del cálculo integral. 

Para aplicar T = J P dV t debe conocerse la relación entre P y V durante la 
dilatación. Dicha relación es PV" = C t siendo C y n constantes. 


Al constituirse el diagrama de presión y volumen, con los volúmenes como 
abscisas y las presiones como ordenad as, el área bajo la curva es numéricamente 

r f v < 

igual al trabajo que se obtiene con T -J^ P dV. 


Dilatación isoterma 

Si la temperatura permanece constante, se presenta la dilatación isoterma. 
Entonces n = 1 y la relación entre la presión y el volumen es: PV- P¡ V¿ = P f V f . 
Su representación gráfica da lugar a una hipérbola equilátera. 


EJEMPLOS 

1. La dilatación del gas contenido en un depósito cilindrico desplaza un 
émbolo de manera que el volumen del gas aumenta de 15 a 25 cm 3 , Suponiendo 
que la relación entre la presión (kp/cnf) y el volumen <cm 3 ) viene dada por 
PV 1A = 60, calcular el trabajo realizado en la expansión. 


Solución 

Sea A el áre a de 1 a s etei ón del cilind ro; en di ch as con di ci one s, 1 a fu er za ej ercida 
por el gas es PA. Un aumento de volumen AY hace suponer la elevación del pistón 
de AY/A, donde el trabajo correspondiente a dicho desplazamiento es: 

Mt)-™' 


363 






UNIDAD* 


De PV 1,1 = 60, tenemos que 



; luego, P = 



Entonces: 


= 60 f^ 

hs y hJ 


_so 

0,4 



15 


[-150(25) í '“ 1 ¡-[-150(15)'' fl,4 j 


= - 41.393 + 50,776 = 9.384 kp cm 


a El trabajo realizado durante la expansión es de 9.384 kp cm* 

2, Un cilindro contiene un volumen de aire sobre el que se apoya un émbolo. 
Sabiendo que cuando la presiones de 20 kpAn 3 el volumen es de 100 m 3 , calcular 
el trabajo realizado por el émbolo para comprimir el aire hasta 2m 3 , 

a) Suponiendo que PV = C. 

b) Suponiendo quePV 11 = C. 


Solución 

a) Considerando que la relación entre la presión v el volumen está dada por 
PV * C, (20 kp/m 2 ) (100 m 3 ) = 2 000 kp m. 

Si A es el área de la sección del cilindro, en tales condiciones la fuerza ejercida 

por el gas es PA. Una disminución de volumen dV hace suponer la compresión 

del pistón de ^L f donde el trabajo realizado es: PA - = P dV> 

A . A } 


2 000 


De PV = 2 000, tenemos que P = — ; luego PdV = 


V 


2 000 
V 


dV. 


Entonces: T = 2 ÜÜO 


I* i» dV 
»s y 


= [2 000lnV]¿“ = 9 210 . 34 ^ 1386.30= 7824.04 kp m 


- El trabajo realizado cuando PV = C es de 7824.04 kp m. 

b) Considerando que la relación entre la presión y el volumen está dada por 

PV «■« = C t entonces {20 kp/m £ ) (100 m 3 ) 14 = 12 619.147 kg m. 

Si A es el área de la sección del cilindro, en talos condiciones la fuerza ejercida 

por el gas es PA. Una disminución de volumen cTVhace suponer una compresión 

del pistón de —, donde el trabajo realizado es: PAl — = PdV, 

A \ A J 
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De PV 14 = 12 619-147, tenemos que 
12 619,147 


P = 


619,147 , ,, „ r f 12 619.147^ 

—n—: lue e° p dV =i—^r¡—J dV 


íiw dV 

Entonces: T = 12 619.14 i —y-n = - 

J 2 y 


i»dV 12 619,147 


y-CM 


IDO 

2 


i 2 y 1 - 4 0.4 

T = -'¿ I 547,868 (109) -«-[-31 547.8&B (2)" w ] = - 5000 + 23 906,013 - 18 908.813 kp m 
/. El trabajo realizado cuando i 3 ! 71 A - C es de 18998.813 kp m + 

3, Nueve metros cúbicos de aire a la presión de 2 kg/cm 2 se comprimen a la 
presión de 8 kg/enr. 

a) Calcular el volumen y el trabajo realizado si se aplica la ley isoterma, es 
decir, PV = C. 

b) Calcular el volumen final y el trabajo realizado si se aplica la ley 
adiabática t es decir, FV 1 ’ 4 - C. 

Solución 

a) Puesto que P. = 2 kg/cm-, V. = 9m :1 = 9000000 cm J y P, = 8 kgfcm 2 , 
entonces por: 


P. V. = P, P f , tenemos que V f - 


P¡ y (2 k^/cm i )(9 000 000 cm a ) 


ij - » B /cm 


8 kg/< 


y = 2 250 000 cm J = 2,25 m a 

Considerando que la relación entre la presión y el volumen está dada por 
py - c t es decir, (2 kg/cm 3 ) (9 000 000 cm J ) = 18 000 000 kg cm ~ 180 GOO kg m. 


De PV - 180 000, tenemos que: P = 

.9 dV 


ISO 000 

7 


Entonces T- 180 000 ^ =[180000 In = 249 532.985 kg m 

El volumen final y el trabajo realizado aplicando la ley isoterma es 2.25 
m 3 y 249 532.985 kg m, respectivamente. 

5) Puesto que P. = 2 kgfcm\ V = 9m 3 = 9 OQEMHX) cm a , P f = 8 kg/cm 3 h entonces por: 

JfitV;} 1 ''* J(2)Í90GOGOO) L4 

P {V.y-* = P. (V f y \ tenemos que: V f = ^——-= ^ — 

/. y /S 3 343 487.13 cm 3 = 3.343 m 3 
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UNIDAD 4 


Considerando que la relación entre la presión y el volumen está dada por 
P\ n 4 = Ct tenemos (2 kg/cm 2 ) {9m 3 )' 4 = (20 000 kg/m 2 ) Oto 3 ) 1 4 = 433460.4 kg m. 


De PV 14 = 433 480.4, tenemos que: P = 

dV 


433 480.4 


Entonces T= 433 580 


■ 4 /; 


343 y 


1.4 


y 1A 

433 400.4 
0.4 




V 


0.4 


= 21873084 kgm 


3,343 


/, El volumen final y el trabajo realizado aplicando la ley adiabática es 
3,343 m H y 218 736*384 kg m f respectivamente. 


EJERCICIO XXX 


L Resolver los siguientes problemas. 

L Una fuerza de 5 kg comprime un muelle de 30 cm un total de 8 cm. ¿Qué trabajo 
hace falta para comprimirlo 14 cm? 

% Una fuerza do 60 kg extiende 3 cm un cieno muelle. Calcular el trabajo realizado 
al extenderlo desde 27 hasta 45 cm. 

3. Un tanque semi esférico de 6 m de radio está colocada de forma que su base es el 
círculo. A la altura de su base tiene un manantial de agua. 

a) ¿Cuánto trabajo se requiere para llenarlo por un orificio en su punta más alto? 

b} ¿Y por un orificio hecho en su base? 

c) Si se invierte el tanque, calcular el trabajo requerido ai bambear los 2m de agua 
más altos por un orificio hecho en su parte superior. 

4. Un depósito abierto tiene formo de cono circular de 6 m de altura y 8 m de ancho 
en su parte superior. Hallar el trabajo necesaria para vaciarlo bombeando por su 
parte superior. 

5. Si se bombea el agua por el fondo al interior del depósito del problema anterior, 
¿cuánto trabajo se necesita para llenarlo? 

a) Hasta una altura de 2 m b) Desde 4m hasta 6m de altura 

6. Un tanque circular lleno de agua, de 12 m de alto y 8 m de radio, se entierra hasta 
que sil borde superior quede 3 m bajo el nivel del piso. ¿Cuánto trabajóse requiere 
para bombear toda el agua hasta el nivel del piso? 
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APLICACIONES DEL CÁLCULO INTEGRAL 


7. Una cisterna cilindrica vertical de 5 m de diámetro y 8 m de profundidad está llena 
de agua. 

a ) Calcular el trabajo al bombear el agua hasta el borde de la cisterna. 

b) Si la eistema está medio llena» calcular el trabaj o de bombear el agu a al borde. 

8. Una cisterna cónica, que tiene 8 m de diámetro superior y 8 m de profundidad, está 
llena de agua. Calcular el trabajo de Subir el agua 7 m más alto que el borde, 

9. Un tanque hemisférico de 4 m de diámetro está lleno de petróleo que pesa 
800 kg/m 1 . Calcular el trabajo requerido para bombear el petróleo al borde del 
tanque, 

10. Un tanque para agua tiene la forma de un hemisferio de 10 m de diámetro coronado- 
de un cilindro del mismo diámetro y de □ m de altura, Calcular el trabajo que se 
hace al vaciarlo con una bomba cuando está lleno hasta 3-5 m por debajo del bordo. 

11. Un aljibe cónico que tiene 3 m de diámetro superior y 4 m de profundidad está lleno 
de un líquido que pesa 1280 kg/mb Calcular e! trabajo de bombear el líquido al 
borde del aljibe. 

12. Una grúa de demolición tiene una bola de 500 kg suspendida de un cable de 40 m, 
cuya densidad es 0.7 kg/m. Calcular el trabajo necesario para enrollar 15 m de 
cadena, 

13. Una cadena de 15 píes de largo y que pesa 3 libras/pie está suspendida vertical- 
mente desde 15 pies de altura. ¿Cuánto trabajo bace falta para elevar todu. la 
cadena hasta 15 pies de altura? 

14. Un resorte tiene una longitud natural de 12 em. La íey de HooJte establece que, 
cuando un resorte se extiende je centímetros, éste ejerce una fuerza igual a kx , 
donde k es una constante. Si se necesitan 10 dinas de fuerza para mantenerlo 
extendido 1/2 cm, ¿qué cantidad de trabad o será necesario para extenderlo desde 
su longitud natural hasta una longitud de 16 cm 3 ? 

15. Un módulo lanar pesa 12 toneladas en la superficie terrestre. Calcular el trabajo 
consumido en propulsarlo hasta una altura de 50 millas desde el suelo lunar. 
Tómese el radio de la luna como 1100 millas aproximadamente y au fuerza de 
gravedad igual a 1/6 de la terrestre, 

16. Un acuario tiene una base rectangular de 0,6 ni de ancho y 1,2 m de largo y lados 
rectangulares de 0.9 m de altura. Si e! acuario está Heno de agua, ¿cuánto trabajo 
se requiere para vaciarlo bombeando el agua por la parte de arriba? 

17. Un cilindro de 20 cm de diámetro y 80 cm de longitud está 1 tono de vapor bajo la 
presión de 10 kg/cm“, ¿qué trabajo es necesario realizar para disminuir dos veces 
el volumen del vapor, suponiendo que la temperatura del mismo permanece 
constante? 
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UNIDAD A 


1S, Sois metros cúbicos de aire a la presión de 1 kg/cm^ se comprimen a la presión 
de- 5 kg/em 5 . 

a) Determínese el volumen final, y el trabajo realizado si se aplica la ley isoterma. 
es decir, PV = C. 

bj Determínese el volumen final y el trabajo que se ha hecho si se aplica la ley 
adiabática, es decir, FV* = C, suponiendo n - 1 . 4 . 

19. Una masa de aire a la presión de 1 kg/cm s se comprime de 8 m 3 a 2 m\ 

a) Determines o la presión final y el trabajo realizado si la ley es PV = C . 

b) Si la ley es PV 1 ' = C, suponiendo n - 1.4. 

20. Una masa de gas con volumen inicial de medio metro cúbico y presión de 4 kg/cni 2 
se dilata hasta que la presión es 2 kg/cm 2 . 

a) Determínese el volumen final y el trabajo hecho per e-] gas si la ley es 
PV=C . 

b) Si la ley es PV' 1 = C p suponiendo n - 1.2. 

2 1. Una masa do aire con volumen i n icial d e 5,5 m 3 v presión de 1 kg/em 2 so comprime 
a 1.2 m a . 

a) Determínese la presión final y el trabajo que se ha hecho si la ley es 

PV=C. 

b) Sí la lev es PV í; - C¡, suponiendo w - 1.4. 

22. Un gas se dilata de una presión inicial de 5.5 kg-'cm 2 y volumen de 70 litros al 
volumen de 2ñ0 litros. 

aj Calcular el trabajo que se ha hecho si la leyes PV' = C. suponiendo n= 1.0646. 
b) Si /i = 1.131. 
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RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS 


EJERCICIO! 


(I) 1. dy=- 0,2 

3. of>=-“0.5 


5. ¿>=-0.063 
7. “<¿>-0.07056 


03) 1. dA=£,26 cm ! 

3, ¿A=16djc 
5. ¿y =424115 mm* 


lili) 1. ^65 = 4.020833 
3. V83 - 3.0185185 

r - 1 =0.115550 

Tu 1 50 

7. In 5.83 -1.775437 
(IV) 1. ¿y = 2 (2i J - 3x" + 5í - 1) dx 


9. eos 44 = ^ Ú.7104479 
11. ctg29 c = 1.8018628 
13. -In 36.4 = 3,594630 


16. e 31! “ 163-254475 


7. dy = 


x[l-3x*\ 

V ■■ — 1 dx 
-V1- je 2 


3. dEy - 

5. dy - 




—¡= 


V 1 - 3x 
1 ,x dx 

3(4-2.r a f‘ 


9. rfy = 5" v ln 5 dx 


e'* dx 

11. dy =- 7 -- 

2V-T 
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13. dy — 


xdx 
l + x 2 


15, dy = 


_ f a ¡üg Á 'i 

l. av + 6 J 


dx 


17. dy = — 4 sen 2x d 


19, dy - -esc x (x ctg x- 1 > dx 


21. Áv = — 


2jc dr 


Jf* - 2x +■ 2 


as. - 


5 sen 5x dx 


2^i eos 5.v 


25. dy = - ■ 


2a~:. 


{ 2 a ¡ e 

I a + * } '¡ a - 

27. 

V x y 5y J 


29, dy~ 


( í~'\ 

-x - í— 

y y 

,i-+i 

i. r J 


dx 


3L íl* 


33. ^> r = 


'/-Sjc 3 ' 
i 6- 2*y j 




35- ^ = ’ 1 


3(l -4*")^* 


V 1 - 9x" +■ 24x 4 - 16* 


EJERCICIO II 

(II) 1, a) £( 3 ¿ ” l) 3 = ( z i “ l) 3 + f ” 1 f + í z a “ 4 + ( z 4 - l) 3 + (z s - l) J 

4--1 

c) ¿ fot - y* ) = fo “ ) * fo - v 2 ) t (jc a - Jj) + (x s - y A ) + (* 5 - y -) + (x E - y c ) + (jr 7 - y 7 ) 

3 4 (s ‘- 3)=156 c) «> 

5. a) Área = 22.992 unidades cuadradas, c) Área = 22.5 unidades cuadradas, 
f) Area = 2/3 unidades cuadradas, 

7, a) 63.75 c) 1.0936 e) 10 g) 39 i) - 7.5 
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RESPUESTAS 


EJERCICIO m 


(II) 1. a) 5; 4ti 


3. El) 


ÍV dx = 

Jly 


c) 0; 125 


f) 2 . 565 ; 3.686 

C) Jv *r=/( 1 . 396 )( 4 ) 


EJERCICIO IV 

(II) 1. a) Área = 9 


b) Área = 23- 

ü 


e) Área = 25 — 

O 


EJERCICIO V 


(II) I. 


3. 


4. 


8 . 


9 


3.i 5,5 6* sfs 14* 3 * _ „ 

8 5 3 

10. ^Í1±M + C 

3 

2^'é* 4 sen ax + C 

11. 2\'x 4 C 

5 3 

12, In (1 + sen^x) + C 

2(nrc sen x) 3 ’" p 

3 

13, x 2 + C 

ñV* 3 +B p 
a 

2(&rctgí)' v ‘ c 

3 

— + “+C 

3a x 

2n 2 x^ 1 4x s ' 2 2r V5 

15 ‘ 5 " 7 

i»(** +6 *) lC 

2 

lnÍ9 +jc : ) 

16, ^ } +C 

2 

sen 6 3 se „ 

-- 4 C 

15 

2x srt 6x* s lOx^ 

17- — . + . - 

5 o a 

Ín(a -5 ctgnx) i 

U-x V2 Y 

18. y 4 C 

6 
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19. + C 


20, - 


(1 * 2 coa ax'f ' 1 


3a 


+ C 


21. In Gnarju-C 


fin +■ sena;) 

22. i--- ' + C 


23 . m^£ +c 


2 (are eos i) 1 ' 2 

24,-- t — + c 

3 


25. 


In x 


+ C 


26. In {a + sec r) + C 

27. in ( s - e ' 2 ‘) 


■hC 


23, -4C 
2a 

m 2*^ s 2** 1 „ 

3 5 


30. 2lnjc = C 


31. In (e*- sen i) + C 


32. -U + 3ln(3 -x)\+C 


33 . _l£!i 2 E£ + c 


34. Ve“-9+C 
(are tg 2.c)“ 


3o 


rC 


36 . _(*»rt»S») ! ‘ 
6 


EJERCICIO VI 


(ID L 57 + C 
2í? 2j£ 


5, 


\'2e J 


+ C 


9. 2 V 2e* + C 


2. ~ + x * + c 

2 


2jí 3 

6. —— + C 
6 


10. - 


3(8x 3 hi8) 


+ C 


3, 


a 10" In 10 


fC 


4. - 


Va T ]ji 


+ C 


2 !oí 

7. —+ C 
2 


a. + c 

5 


11, jc-cosjc+C 


T Wl S -íí) 

12. 2 --— + C 

4In¿ 
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RESPUESTAS 


13. -- TTT + C 


14. 


^SÍEl 1 

6 ln g 


+ C 


_ mi* mi Ji 

17. - f c 

m(lna + 1 ) 


18, 


la. — 


„ílJt 

£- +C 


x(^ 

2a \ ü 


I9 r -^1 r _ --rrl”2xtC 


2 GK 


16. 


, 3 

a ln - 

5 


+ C 


2j£ 


20. -— - 2r + * + C 


EJERCICIO VII 


(II) i. 


ln" sen z 


+ C 


S. -Infctgy + 1)+C 15. 5ec 2j +■ C 


2 . —Inf l+cos^jf ) + C 


9 ~ +c 


16 — ln tg ax + C 
a 


3. -ln(l+SGn 2 x)+C 10 -x + ln scc x + C 


ctg cQ esc «0 
17. ----+0*C 


4. x + sen .r +■ C 


11, x- eos x+C 


<V ™r 

18. *-+ C 

m 


sen' 1 e x 




12 . - 


(1+ 2cos 2zY'' 


, Süfltl ÜJ£ 


+ C 10. —— + c 

2c 


6. 2(tgi/í-^Uc 


13 Í^!£ + c 
2m 


20 .2£íLÍÍÍ t c 

Sn 


7, ¿ ln(aec x í: + tg i*) + C M. + C 
2 ' / 3 
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EJERCICIO VIII 


CID 


1 f 

1. — arct^l 


sen x 

K 2 


+ C 


í ln x "\ 
2 . are fien — — • 


+ C 


3 x _ 
11. “aretí — + C 
8 2 


/ sen jc '"'i 

12. are sen - 


V 3 j 


+ C 


3, - “ ln Jeos^ í + Veos* x + 9J -r C 13, —“J + C 


4. Ti 


1, f 2 + 3 jc 


r, ..3 \ 


9 ; 2- 3x L 




5, — 3 nj sen ‘^x + V sen 
3 \ 

>*ph 


7. 


V 


3.r-5 


6 V 3x +■ 5 


T C 


8, — are sen 
o 


tgfl£ 


14 r -ln jcoa .v+Vcos\ - 4J +C 

) +c 

+ c is. In ijín I + y(lii i -) 2 + 9 j+c 

17. |ln Jlíi^ a + * + Vln** + 8j + C 

18 .i arctE 


+ C 


+c 


9. -In 


f l+2x 2 ' 
l-2x 2 


x-2 


tC 


19. ln (¿c-6) + ^ 16 + (*-S) 2 


+ C 


10. Are tgj : -- + C 


29 , ln e' + Vr-í +C 


ai. \ vV-i-^jin(Va/+ kV- i)+c 


22 . 


(3; t 1} 


VÍ 3í + l) 2 - 2 - ^ in [ (3z + 1} + V(3í * l) E - 2] t C 


23. - ■■■'3^“ - 10 - -j= ln ¡V3 0 + V30 2 - 10 ] + C 


24. — V? -5w 2 + —\= are sen J— u + C 
2 2^5 \ 7 
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RESPUESTAS 


£5. —— r - ^ eos 2 3:c ■? 4 - — ln | eos 3x + \ cas i 3x+4|-rC 
6 ! 3 '■ ^ 


2S. — ij ax" - c ¿ - ln a_t + \'a 2 x 2 - c 2 1 + C 

2 2 a 


27, ^V1 + a 2 y 2 + — ln í ay + ^l + a 2 y~ | + C 

■2 *f4 ■ •* 


2S. “ ln + -\ ! + b J | + t 


2B — V11+ 7x A + -ü« ln («fi je 2 + Vll+ 7r 4 I + C 
' 4 4V7 ' / 

30. ^ ^ j- l)* - 7 “ ^ ln (jc -1) + i¡(x - l) 2 - 7 
2 2 L 


tC 


•2 

1 I, JT . -V 

31. —-¡4-r4arc sen-tL 

2 V 4 4 


32. 


+ 3.t +P h—- p= ln I \ 3 ,v +■ y 5 + 3,v" | + C 
2 2v3 \ 


x : 4 ld r. 

33 — \ B - 3x -f —^ are sen J— x + C 

2 v3 ^3 


34. 


gen 2,r ^ 2 2x + 9 t — ín I sen 2x + \ «en" 2x + 9 I + C 


35. -■ 


4 

eos 2x 


4 ^ 


y'cos’" 2.x t 16 - 4 ln jeos 2x + i/cos 2 2x + 16 j +■ C 


36. 


^ v’s-(Ví*- l) S + 2are sen + C 
4 ' k > 2V2 


7. 2 


3í 


37 - \ : 4-9í + - are sen— + C 

2 3 2 


38 . —V5í 4 +3+- J - luir + ^5? + 3 )-C 
4 4^5 * r 
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39. V 2 5- x á + —arcsen—+C 42, —are sec -ÍL + C 

O S 5 -V5 V5 


1 2í 

40, — are sec — + C 
3 3 


1 x 

41. — are sec — + C 

4 4 


1 2x 

43 “arcsec-7= + C 

2 V2 


44. 


% |C 4” 1 ^ 

—Ml-i + —aresenr + 


EJERCICIO IX 


(II) 1. are tg(2r+l)+C 


1 _ Í2x^3-S 

3 - ¡7a to [n,-> + ^, 

E ' ¿ In fcfi) +C 


+ e 


• • T VV (- v , 

• • • ■ ' 


(je -2) 

9 l are sen --- + C 


u i 


H£> 

1 , f3+JE^ 

13. —ln- 

12 \9-x) 


+ C 


15. 


(x+6) f— -— 

17. ^r^V26-12x-JC 2 + 32 are sen 


¿ ]J *2Í] + c 

4 \x+S) 

(x+6 Kc 


2 g 

+ h 5 + ln [( s * +■ l) + ^'(Sx 2 + 2x + 5)] + C 

21. ^~ 4 ^ |l 20 + 8 y - y 2 + 18 are sen ^ ^ 


+ C 


(* 4 + 3) r --— r , f -- 

23- ■—— - J \x i + 6je‘ + 9 - ln (je 4 +3J+ V x * + 6x 2 + 9 


+ C 


25. - ln (4 + 2Sx !¿ ) - — are tg — + C 

ñ. \ / in ■ fj 


10 


27. 5 are sen — + v 4 - je 2 + C 
2 
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RESPUESTAS 


29 . + 

31. V* 4 -5í+3 --ln[(ac-5/2)+ \'V -nr + 3 j+C 

2 1 J 

1, ,, ¡V 5 , (-JE + íx + l' 

1 2 * ; 2/5 IVS-Ki-l 


33 


35 


■ ¿'"(9* ! +e* +3 ) + ¿j*«‘e(^ +c 


EJERCICIO X 


ül) 


1, - ín 
5 


5-V25- j 3 


+ C-- lit 
5 


V2V26-** 


+ C 


3, 


5, 


-y9- 


\ 


y 

V* 2 -5 
5í 


—- + are &en — 
3 


+ C 


+ c 




3Vti a + S5 -ta 3 + 25 Y 
11.- i - — + C 


1875 u 
1 

X3 - 4eNW“ ¥ + 4 


-3- C 


1 3 

7 — are s&n — + C 
2 2 


15. --- —+ C 
9* 


— 'jü + x 2 -31n 




6 +je f + jc 

Ve 




EJERCICIO XI 


; ' 




(II) 1. CSC X ctg a | In (esc x~ ctg x) | ^ 
2 2 
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3, 

5. 

7. 

9. 

11 . 

21 . 

23, 


2z tg — + 4 In cas — +C 
2 2 


13. x are sec ■— Vi - X* +- C 
x 


V1 — ftj r — x "" üC~ r X ? r 1 

x are eos mí--— --— t C 13. — are ctg x f : -— + — are te x + C 

A 12 4 4 b 


m 


B B 49’ 3 

— + 4G<? - 4e fl + — 4* C 
2 3 


17, 


2e"'¡ eos~ + 2sen — 


2; 


+ C 


X* log 3: i' 1 log e 


16 


-3í-' |!, (3Tl eos IT y - sen TE y) 

9n = -i-1 


+ C 


x are tg — + — In f.r E +l) + C 
x 2 k ' 


4e*‘’ J (4 tc sen ti x + eos tejí) 

1s^ + 1 


+c 


¡’ f 12.g — f 2 1 

¿ are eos- ^ 1 - - 4 - are sen (í - 1) + C 


25, xarcetg —+ 2 3n (lS +jc j J +C 


27, x log í jf-2x tog tí log x+2.t log 2 e+C 
2.x-* 3 f 2> 

29. —— ! Inx-“ +C 
3 t 3j 

21. x (are sen x)' - 2\'x 2 - 1 are sec x+ 2 In x + C 

no aséeos ax + be Dr sen ax 

*3* "- 2 TT" - + C 

ct + b 

3ó, * are verso x + ^2 _x - x 2 - are sec (jr - 1) + C 
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ejercicio xn 


RESPUESTAS 


1. — A- 4 ln [ —-— j + C 

t W + lJ 


3. 


,U + 2)Í2+1). 


+ C 


. 21nf —|+3ln(t + 3)tC 


\ t + 1 / 

7 , ~ In (2y + 1) + 12 + 4 \n + 2) + C 

¿ l v +■ ¿J 


9. 2lntx+l)-lnU+2Kí+3 )+C 
11, — ln (x +■ l)(x -1) -ln x + C 

Ja 

13. ~ ln (2®+S) + -i ln (2t - 1) ln (2s + 1) + C 
64 64 

15. \ny + 2ln(y + 3)(y-3) + C 


17. 2 ln (3x-l)t 


2(2* +1) 

19, 3ln- — )--- jL -;-- + C 
\ z ) í+1) ^ 


+ ln (2* + 1} + C 


21. -21nC^+2)+lü(^ !í +l)+arc t gy +C 


23. tu (x 2 - 4) + í ln (x 2 + 4] + C 

25. ln (r + 3) + are tg| —j - ■ ln (*" 4 0)4 C 1 

v 3/ 2 

27, “ ln ( x + 1 ) “ J íri (* 2 +■ l) 4~ are tg.x 4 C 
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29. 


■ + 2 ln (i- 2 + 4j + — are tg ^ 4 C 


(x 2 + i) v 7 2 
31. 2In(y+2)-arc tg(y+ 1)+C 


33. - 


2(í 2j + l) 


+ are tg e x + C 


35. ilníÜ^} + -Ll n f^Í) + c 
20 U-2j 30 U+3Í 

(2-t) 1 


37. ln í + 


{ ¿ ~ t ) 1 , / 2 vi 

^- ? ln(r + l) + - a rctg í + C 


39. — 7z arcí S 


/ y \ 1 


I + ~ ln [y 1 + + 3 ) + are tg +c 

U'5j 2 ' ; V2 V2 


41. 


^- r+ |] n ^ +3 )-^ flrcte {^] t C 


1 1 i * , „ 

43. ~7 — TT^ ar c tg -J*r + c 


Sx 3v3 


V3. 


45. “ln (^ + l) + |j n (x-l)+C 


1 ™ 3¿ ■— 6í ^ 

47.- ^3 -+ 2 ln t -4n (2/ - l) + C 


EJERCICIO XIII 


(II) 1. 3 ln 


f t& ' 


+ C 

I 


5. 


7. 


\4j+ 1 I l 

2 * 2(4* + 1)0 "" 6(4* + l)^ a 

2t 9/Á 2f lV2 


9. 2 are i g \x + 1 + C 
\2* 


7 j + C 11. 3 \¡2x - 9 are tg 


27 11 


+ C 


(* - l)V2 -é 4x 


+ C 


13. -4Ví-2+4ln(l™VT-2)f C 

_ r—~ 

15. 2 vi-3 t — arctg —- + C 
3 V 3 
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_ BESPUESTAS 


EJERCICIO XIV 


(II) L i +c 

^'CQS X 


_ 3(co Sjf j + 3 (eos xf ::s 3 (eos i-) 


,n/a 


14 


H-C 


eos 3x eos Sx eos 3x eos 3x 

&. --— + “ ----r—-+ C 

3 3 5 21 


_ sen mx 2 sen 3 mx sen fl mx A 
7. --+---+ C 


9. 


m 3 m am 

2(c&&x) J ~ ; 2(eos.t) ? ‘ a . g 


sen-V 2^on 5 í sen T í 
11- ----+ C 


eos’20 eos 20 eos £0 

13. ——-— +--— -+C 

fi 6 1G 


Sec 3 x _ 

15. ——-seex + C 


17 . 3(TOs2jr) 4f » 3(eos 2> r ) 11 * 3 _ 
S 20 


sen S 2j¡: sen s 2x sen 10 2* ^ 

ly, H - —4 rC 

G 4 10 


sen 0 # sen 14 # 

21. --tC 

8 ie 


381 

































EJERCICIO XV 


, TT , . óx senSmjc 3sen4mjc: sen a 2jnjí 
Ulí 1. —---+——--i-- + C 


16 4n* 


64, 


48m 


„ 3.t sen 2a* sen4úa; . 
— + —-—- C 


8 4 a 


32a 


■i y 


ü'.' 


o. 


x asen 


16 64 


asen 

48 


+ C 


_ 5jc 3 sen 2* eos 3 x . 

7.-4 eos*-+--+ C 

2 4 3 


9 ^ , szn2}' sen 4y 4(eos 2 >■)*" 
2 2 3 


, „ 7r 2 cü5 ,1 jc sen 4* 

11 . -'-+ C 

8 3 32 


EJEKCICI 0 X \1 


(II) 


, sen lOx sen 2x _ 
1--+ —-— + C 


3, - 


20 4 

eos 10f eos 21 
20 " 4 


+ C 


t eos Bx eos 2x 

5. -— + —- + C 

16 4 


sen 6z sen 5z sen 4z 

7. z- -+-sen z -- + C 


12 


8 


sen 2by eos (a+6)v eos (a. — .£>)y sen 2ay 

9. y --— +-—- -■ —-- + —-í- 

4& (a+ 6) (e -ó) 4a. 


. _ son 80 3 sen 50 _ 9 sen 20 

11 , 5G-—-- 1 sen 0-— + C 

16 5 4 


+ C 


382 



































RESPUESTAS 


EJERCICIO XVII 


cid 


2tg 


—*--2tg- + * + C 
3 2 


3 ctg 2 (fl-6a:) + ln sen (g - o) 
26 6 

3 . a£*_«Í* +c 


tg z 0 

7. 2 ln sep 0 4 3 tg G 4 — - 20 4 C 


9. - 


ctg a e 


-i- Ctg 0 - 0 4 C 


t g* bt 21nsec6¿ 4lnsen6í ctg 2 6f ^ 
11’ ■ + — — -■" r -4 C 


2b 


2b 


aec 1 (m + nr) tg 3 fnt + na) lnsec(m+/ir) 

I3r - 1 -- - 5 -— +'- 1 -"TÍ C 

4n n n 

15. -2¿^ + c 


17. tga-ctg.r+C 


EJERCICIO XVIII 


(IT) 1. tgx + 2 ln tgx - ctg * + C 


3. 4tg 9 ^ + ^-io^e-ctg"e-^-^6 a + c 


3 5 

19x sen 2x sen 4x 


8 


4 


32 


tg X _ 

4 tg X 4 —-4 C 

3 


7 tg my + tg fífiy + ^ 


m 


3m 


9. tgx4tg'x4 


3 tg 5 x tg 7 .r 


H ctgdx ctg 3 Sa g 
6 18 


383 

































EJERCICIO XIX 



2 

(II) 1. — -lnetgjc + C 


3. -íí^ + C 


zc«r*e 2csc s ' s e „ 

5 - ---+ C 

5 9 

czg'3y ctg' 3y 


¡. -■ 


15 21 


+ C 


ñ 3 ^ 3 esc 5 » ^ 

9. esc — --— + C 

3 5 


11. -^ + C 


EJERCICIO XX 


«VI 


11 

L ^ = Y 


3. y = 


784 


5. A = 


8jy 

3 


7. y - x In x - 2x + £ 


(v> i. 

3 f 12 

1 í 2 133 

3 . y = —-- +- 

i 2 6 


13, a) x - ■ -4 1, y = 2t~ 

3 

c) 72jt a -y a + 4S;y 2 ~57 6v - Ü 


13. -■ 


2 csc^' 2 X 


-2-^Wn x + C 


15. 


sec' 0 sec r ' 0 
~ 5~ 

r 5/¡ 


+ c 


17. - 


2ctg w *az 2ctg''' a az 


5a 


7c. 


+ c 


19. -2^.' esc x +C 


21. -*Oí*C 
12 


9. x s +y 2 =25 

11. \(í y — ]n \'x* +4 + ln 2 - 1 nV5 
13, (3 + ^' a -(2+x)^ + 19 


384 






















_____RESPUESTAS 

EJERCICIO XXI 


(III) 

1. 26 

9- 6.469 

15, 0.468 

21. 

614 

- 27. 1- 

105 

104 

-tt/4 33. - 

5 


3, 2 

V2 k 

11. - 

8 

17. 0.316 

23. 

34 

- - 29. 0 

9 

35. -8 


a £ 7l 

13. 0,326 

116 
19 15 

25, 

■jt/4 31. ~ 

40 

7 

EJERCICIO XXII 





(I) 

1, 18 

3. 64 

5. 15.75 

7. 

116 

4 9 - 15 

11, 5.2732 


13. 7 1/3 

15. 33/5 

17. 551.25 

19. 

-^(79= 6'23' r ) 
V3 


(II) 

14 

1 3 

52 

3 - 7 

5. 4/3 

7. 

20 9, 81/4 

11. — 

4 


13. 1/6 

15. 20 

17. 6.1023 

19, 

0.1380 


(III) 

1. 75/2 

3. 64/3 

_ 54 

o. —- t 9n 
4 

7. 

1.0986 9. 

22/3 


11 a*(e- 

e -: ) 





-OV-)' 

1. 4 

8 

3 ■— 5, 

TI 

0 7. 

Tr 2 ” 4 
27 

9. “1.8856 


(VI 

Sita 2 

1 " 6 

8. 3íl 

5. 0,024 




EJERCICIO XXIII 





H) 

1. 23.7 

3. 172. 1131 5. 

3.6824 

7, 0-898 7ít 

9. 0.6001TÍ 

(II) 

1. 2,736 

3. 19.65 

5. 

35.66 

7, 0.562 

9. 0.662 


365 












EJERCICIO XXIV 


(I) 

1. 16/3 

5. 6.2383 

9. 2.7 

13. 

64/15 


3. 2n 

7. 0ji 

11. 25,619. 

15. 

64.8 


1. 4/3 (51 p =1) 

5, 1,0735 (sí a = 1) 

9. 10 2/3 

3, v3 

7. 4 

11. 37 1/3 


{III} 1. 4 


2. 


2 


re - 2 


6 . 


32-3" 

3n 


(IV) 1. 12.07 5. 15 3/4 


13. 9 


EJERCICIO XXV 


(I) 


3 

1, — it 

8 


9 

d) - 7i 

2 


e) 4 


f.) 


7.a' 


g) — n h} 
4 


2. 0.866a' 


3. -a 1 


a 2 3 {2?i - 3^ 3) 


J2 

9. a) 1- — 
2 


7E-1-3-3V3 , ti 5 

b) - c) —‘1 d) — 7 l 

6 2 4 


f) 


te + 9 — 3\ ; 3 
2 


g) - + 2-VS 

-J 


h) — - 2 
4 


336 


J) 3 <M 











RESPUESTAS 


(IV) 

1. 4 

3. SnV 

9. 

4tt íe^íj 

3 

EJERCICIO XXVI 

(I) 

126 

1. „ « 

7 

4 

5. 

2f i- 

2\ i 

(II) 

1. 2 Tí 

64 

3. — n 

5 

7. 

4 tí a 2 6 

5 

(III) 

16 

1. -— Tt 

15 

3 Anv'2 

15 

5. 

n\'2 

15 


EJERCICIO XXVII 


(1) 

1. 

, 32 V 3 

S) 3 

b) 

10TT 

3 

c) 

S k-J 
<W K> 

1 CJ2 

d) 

32 

3 


3. 

250 

3 








10, 

4r‘V3 
*> 3 

b) 

a 

c) 

— Tt 

3 

d) 

8 y 


12, 

2o 3 (3Tí + a) 
3 








14. 

1024 

3> 3 

b) 

535.9 






16. 

s , 

—- ti 

2 







(II) 

L 

2 

“Tí 

9 

3. 

Tí 

4 

5. 

14n , 
—— a 

2 




e) 10 7T r s 


mi 
















EJERCICIO XXVIII 


Ü) 

{ID 


(III) 

EJERCICIO XXIX 


(I) 

i. 

36 íji 

ai) 

i. 

1 í 2.5 libra? 


3r 

967.2 libras 


5. 

1800 kg 


3. (12/5,3/2) 


LO 


I. (1, 1) 

4p p 


' m 


_ 3 

24. a) x = ~r 
8 


21 

1. a) 

44 


5, {16/15,04/21) 

a - f °J S (3Ü*,45') 




7. 3182 kg 
9. 101 000 kg 


5. 36íií 
16 , 

13. "y t0kg 

15. a i 24 000 kg b)4m 


11, 986 630:6 libras 


EJERCICIO XXX 

(D 4. 2995.2u kgm 7.a) 5 000 000 nkgm 


388 




